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Alocacido de Blocos na Meméria Secundaria

@ Leitura, escrita, buscas, etc., sdo realizadas por blocos.
@ Os arquivos ndo sdo estaticos, eles crescem e diminuem

@ Estratégias de alocacao de blocos no disco e organizacao de
registros pelos blocos devem considerar esse fato:

Sequencial ndo ordenado (heap files)
Sequencial ordenado (sorted files)
Por listas ligadas

Indexado

Arvores B / B+

Hashing
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree

Queremos
inserir B
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree

(b) B inserted

Queremos
inserir B
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree

(b) B inserted

Queremos
inserir Q
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree

(b) B inserted

(c) Q inserted

Queremos
inserir Q
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Arvores B - Insercao - T=3

(a) initial tree

(b) B inserted

(c) Q inserted

Queremos
inserir L
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Arvores B - Insercao - T=3

(a)

initial tree

(b) B inserted

(c) Q inserted

Queremos
inserir L

(d) L inserted
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Arvores B - Insercao - T=3

(a)

initial tree

(b) B inserted

(c) Q inserted

Queremos
inserir F

(d) L inserted
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Arvores B - Insercao - T=3

(a)

initial tree

(b) B inserted

(c) Q inserted

Queremos
inserir F

(d) L inserted

(e) F inserted
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Arvores B - Insercao - Func. Principal

Inserir(T, k):

@ T: Arvore B em que a chave serd
inserido

@ k: chave a ser inserida
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Arvores B - Insercao - Func. Principal

Inserir(T, k):

@ T: Arvore B em que a chave serd
inserido

@ k: chave a ser inserida

1. Se houver espaco na raiz, chama
funcdo recursiva de insercao
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Arvores B - Insercao - Func. Principal

Inserir(T, k):

@ T: Arvore B em que a chave serd
inserido

@ k: chave a ser inserida

1. Se houver espaco na raiz, chama
funcdo recursiva de insercao

2. Caso contrario, divide a raiz (criando
uma raiz s) e chama a fungdo
recursiva de insercao a partir de s

Prof. Luciano A. Digiampietri digiampietri@.Algoritmos e Estruturas de Dados Il Aula 23



Arvores B - Insercao - Func. Principal

Inserir(T, k):
@ T: Arvore B em que a chave serd el
. . 1 r <« roat[T]
inserido 2 Wnfr]=2r—1
3 then s < ALLOCATE-NODE()
. . 4 root[T] < s
@ k: chave a ser inserida 5 leaf[s] < FALSE
6 nls] < 0
. T cils] < r
1. Se houver €spac¢o na ralz, chama 8 B-TREE-SPLIT-CHILD(s, 1,r)
~ . . ~ 9 B-TREE-INSERT-NONFULL(s, k)
fungao recursiva de INSercao 10 else B-TREE-INSERT-NONFULL(r, k)

2. Caso contrario, divide a raiz (criando
uma raiz s) e chama a fungdo
recursiva de insercao a partir de s

(CORMEN, LEISERSON &
RIVEST, 2009)
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Arvores B - Insercao - Raiz Cheia

Raiz cheia no inicio da insercdo:
@ Primeiro divide a raiz
@ Depois reinicia a insercdo a partir da nova raiz

root[T]

root[T|

N :

lﬁJDJFjHlLiN{P{—’ N Lliﬁiﬂ Lﬁiﬁ

LTI T Is Tg T; Ty nneoi, Ts Ty T, Ty
(CORMEN, LEISERSON & RIVEST, 2009)

Prof. Luciano A. Digiampietri digiampietri@.Algoritmos e Estruturas de Dados Il Aula 23



Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

InserirAux(x, k): x: né atual; k: chave a ser inserida'

'Considera apenas ndés ndo cheios. Qualquer né cheio no “caminho” da
insercdo ja tera sido dividido nas chamadas anteriores da func¢do.
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

InserirAux(x, k): x: né atual; k: chave a ser inserida'
1. Se né é folha:

@ Insere no local correto (légica semelhante ao insertion
sort)
@ Salva o né / bloco no disco

'Considera apenas nés ndo cheios. Qualquer né cheio no “caminho” da
insercdo ja tera sido dividido nas chamadas anteriores da func¢do.
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

InserirAux(x, k): x: né atual; k: chave a ser inserida'
1. Se né é folha:

@ Insere no local correto (légica semelhante ao insertion
sort)
@ Salva o né / bloco no disco

2. Caso contrario:

@ Encontra o filho para continuar recursivamente a insercao
o Se o filho estiver lotado, divida-o
e Continue recursivamente a insercao

'Considera apenas ndés n3o cheios. Qualquer né cheio no “caminho” da
insercdo ja tera sido dividido nas chamadas anteriores da func¢do.
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

B-TREE-INSERT-NONFULL (x, k)

1 i «— n[x]

2 ifleaf|x]

3 then while i > | and k < key,;[x]

4 do key; ,  [x] < key;[x]

5 P<—i—1

6 key,  [x] <k

7 nlx] <« nlx] + 1

8 DISK-WRITE(x)

9 else while/ = | and k < key;[x]
10 doi «—i—1
11 P —i+1
12 Di1sK-READ(¢;[x])
13 if n[ci[x]]1 =2t -1
14 then B-TREE-SPLIT-CHILD (x, i, ¢;[x])
15 if k > key,[x]
16 theni/ <7 + 1
17 B-TREE-INSERT-NONFULL (¢;[x], k)

(CORMEN, LEISERSON & RIVEST, 2009)
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

B-TREE-INSERT-NONFULL (x, k)

1 i «— n[x]

2 ifleaf|x]

3 then while i > | and k < key,;[x]

4 do key; ,  [x] < key;[x]

5 i<«—i—1

6 key,  [x] <k

7 nlx] <« nlx] + 1

8 DISK-WRITE(x)

9 else while/ = | and k < key;[x]
10 doi «—i—1
11 P —i+1
12 Di1sK-READ(¢;[x])
13 if n[ci[x]]1 =2t -1
14 then B-TREE-SPLIT-CHILD (x, i, ¢;[x])
15 if k > key,[x]
16 theni «— i+ 1
17 B-TREE-INSERT-NONFULL (¢;[x], k)

(CORMEN, LEISERSON & RIVEST, 2009)
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

B-TREE-INSERT-NONFULL (x, k)

1 i «— n[x]

2 ifleaf|x]

3 then while i > | and k < key,;[x]

4 do key; ,  [x] < key;[x]

5 i<«—i—1

6 key,  [x] <k

7 nlx] <« nlx] + 1

8 DISK-WRITE(x)

9 else while/ = | and k < key;[x]
10 doi «—i—1
11 P —i+1
12 Di1sK-READ(¢;[x])
13 if n[ci[x]]1 =2t -1
14 then B-TREE-SPLIT-CHILD (x, i, ¢;[x])
15 if k > key,[x]
16 theni «— i+ 1
17 B-TREE-INSERT-NONFULL (¢;[x], k)

(CORMEN, LEISERSON & RIVEST, 2009)
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Complexidade:

Acessos ao disco:
O(h) = O(log:(b))



Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

B-TREE-INSERT-NONFULL (x, k)

1 i «— n[x]

2 ifleaf|x]

3 then while/ > | and k < key,[x]

4 do key; ,  [x] < key;[x]

5 i<«—i—1 H .
y Ky, 1] < & Complexidade:
7 nlx] <« nlx] + 1

g DISK-WRITE(x) Acessos ao disco:

else while/ > | and k < key,[x] _

10 doi «—i—1 f O(h) = O(log:(b))
11 i —i+1
12 DISK-READ(¢;[x]) CPU: O(t * h) =
13 if n[ci[x]] =2t — 1
14 then B-TREE-SPLIT-CHILD (x, i, ¢;[x]) O(t  logt(b))
15 if k > key,[x]
16 then:/ «— i +1
17 B-TREE-INSERT-NONFULL (¢;[x], k)

(CORMEN, LEISERSON & RIVEST, 2009)
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

void insereNoNaoCheio(No* atual, Registro* reg){
int i1 = atual->numChaves-1;
if (atual->folha){
while (i>=0 && reg->chave < atual->regs[i].chave){
atual->regs[i+1] = atual->regsl[i];
i--;
}
atual->regs[i+1] = *reg;
atual->numChaves++;
salvarNoDisco(atual) ;
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Arvores B - Insercdo - Func. Auxiliar

telse{
while (i>0 && reg->chave<atual->regs[i].chave) i--;
if (reg->chave > atual->regs[i].chave) i++;
lerDoDisco(atual->filhos[i]);
if (atual->filhos[i]->numChaves==2*T-1){
divideNoFilho(atual, i, atual->filhos[i]);
if (reg->chave > atual->regs[i].chave) i++;
}

insereNoNaoCheio(atual->filhos[i], reg);

Prof. Luciano A. Digiampietri digiampietri@.Algoritmos e Estruturas de Dados Il Aula 23



Arvores B - Remocao - Func. Auxiliar

H3 trés casos principais:
@ A chave estd no né atual, que é uma folha (com ao
menos T elementos)
@ A chave estd no né atual, que é um nd interno
@ A chave ndo estd no né atual, que é um né interno
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Arvores B - Remocso - Func. Auxiliar (1)

e B-Tree-Delete(w,A): remocao da chave A da subdarvore com raiz w@.

1. Se a chave A& esta no né & e - ¢ numa folha,
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Arvores B - Remocso - Func. Auxiliar (1)

e B-Tree-Delete(w,A): remocao da chave A da subdarvore com raiz w@.

1. Se a chave A& esta no né & e - ¢ numa folha,

(a) initial tree ‘E
— E—

—

—— T
[aB][p e Fl]lvk ][No] [er s ]|[uv][r¥r z]
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Arvores B - Remocso - Func. Auxiliar (1)

e B-Tree-Delete(w,A): remocao da chave A da subdarvore com raiz w@.

1. Se a chave & estd no nd & e a0 é uma folha,

(a) initial tree ‘E
— E—

—

—— T
[aB][p e Fl]lvk ][No] [er s ]|[uv][r¥r z]

Queremos remover F
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Arvores B - Remocso - Func. Auxiliar (1)

e B-Tree-Delete(w,A): remocao da chave A da subdarvore com raiz w@.

1. Se a chave & estd no nd & e a0 é uma folha,

(a) initial tree ‘E
— E—

—

—— T
[aB][p e Fl]lvk ][No] [er s ]|[uv][r¥r z]

Queremos remover F

(b) F deleted: case 1

[p E |[4 K L [e & s J[u v ][y z]
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Arvores B - Remocao - Func. Auxiliar (2

e B-Tree-Delete(.,k): remocao da chave & da subarvore com raiz .

2. Se a chave & estd no né @ ¢ & ¢ um no interno, faca:

a) Se o filho v que precede & no né = tem pelo menos ¢ chaves, entao
cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A7, e substitua A por A’ em .

b) Simetricamente, se o filho = imediatamente apos & no né « tem pelo

menos # chaves, entdo encontre o sucessor &’ de A na subArvore com

raiz z. Delete recursivamente A’ e substitua & por A" em .

truturas de Dados Il Aula
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Arvores B - Remocso - Func. Auxiliar (2)

remocao da chave &k da subdarvore com raiz .

e B-Tree-Delete(u,k):
2. Se a chave & estd no né @ ¢ & ¢ um no interno, faca:

a) Se o filho v que precede & no né = tem pelo menos ¢ chaves, entao
cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A&’, e substitua A por A em ..

b) Simetricamente, se o filho = imediatamente apos & no né « tem pelo
menos # chaves, entdo encontre o sucessor &’ de A na subArvore com

e substitua & por A" em .

raiz z. Delete recursivamente /|

O caso 2b é simétrico a 2a, por isso veremos dois exemplos de 2a.
Mas existe ainda um terceiro caso, que serd visto adiante.
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Arvores B - Remocao - Func. Auxiliar (2a

e B-Tree-Delete(u:,A):

remocao da chave A da subarvore com raiz u
2. Se a chave & estd no né = e &€ um nod interno, faca:

a) Se o filho v que precede & no né x tem pelo menos ¢ chaves, entao
cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente &’ e substitua & por & em u

uciano A. Digiampietri digiampietri@.Algoritmos e Esti
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

e B-Tree-Delete(.:,h): remocao da chave A da subdrvore com raiz .
2. Se a chave & estd no né = e &€ um nod interno, faca:
a) Se o filho v que precede & no né x tem pelo menos ¢ chaves, entao

cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete

recursivamente A&’, e substitua & por & em .

o

[As||pe|[JkL][No]| [ers||[ov]|[¥z]
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

e B-Tree-Delete(.:,h): remocao da chave A da subdrvore com raiz .
2. Se a chave & estd no né = e &€ um nod interno, faca:
a) Se o filho v que precede & no né x tem pelo menos ¢ chaves, entao

cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete

recursivamente A&’, e substitua & por & em .

o

[As||pe|[JkL][No]| [ers||[ov]|[¥z]

Queremos remover M
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

e B-Tree-Delete(.:,h): remocao da chave A da subdrvore com raiz .
2. Se a chave & estd no né = e &€ um nod interno, faca:

a) Se o filho v que precede & no né x tem pelo menos ¢ chaves, entao
cencontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A&’, e substitua & por & em .

o

[As||pe|[JkL][No]| [ers||[ov]|[¥z]

Queremos remover M

(c) M deleted: case 2a
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

430 450 520
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

430 450 520

[ 12 ] [ 25 B0 142 ][ 176 206 297 } [ 380 395 412 ] [ 451 ] [ 493 506 ] [ 521 600 ]

Queremos remover 300
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2a)

430 450 520

[ 12 ] [ 25 B0 142 ][ 176 206 297 } [ 380 395 412 ] [ 451 ] [ 493 506 ] [ 521 600 ]

Queremos remover 300

297
20 150 430 480 520
e T T ~ ™, T
- - < N .

[ :2 ] [25 80 142 J[ 176 ;;E‘-‘% ] [330 395 412} [(as1 ) [ 49;5.05 ][sz:sou J
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Arvores B - Remocao - Func. Auxiliar (2c

Se a chave A esta no nd o ¢ o ¢ um nod interno, faca:
¢) Caso contrario, se ambos i e =z

possuem apenas ¢ — 1 chaves, faca a
jungao de A e todas as chaves de

=z em y, de forma que @ perde tanto
a chave A como o ponteiro para =z, e y agora contém 2+ — 1 chaves.
Entao, libere = e delete recursivamente A& de y.
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2¢)

2. Se a chave & esta no nd o ¢ o ¢ um nod interno, faca:
c) C

aso contrario, se ambos y e z possuem apenas ¢t — 1 chaves, faca a
jungao de £ e todas as chaves de =z em vy, de forma que @ perde tanto
a chave A como o ponteiro para =z, e y agora contém 2+ — 1 chaves.

Entao, libere = e delete recursivamente A& de y.

(c) M deleted: case 2a
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (2¢)

2. Se a chave & esta no nd o ¢ o ¢ um nod interno, faca:

¢) Caso contrario, se ambos i e z possuem apenas t — 1 chaves, faca a
juncao de £ e todas as chaves de =

em vy, de forma que & perde tanto
a chave A como o ponteiro para =z, e y agora contém 2+ — 1 chaves.
Entao, libere z e delete recursivamente & de 1.

(c) M deleted: case 2a

A B |[pE]||7 Kk]|[NO]

|QRS||U‘V||YZ|

Queremos remover G
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Arvores B - Remogdo - Func. Auxiliar (2c)

Se a chave A esta no nd o ¢ o ¢ um nod interno, faca

c¢) Caso contrario, se ambos ¥ e =z possuem apenas t — 1 chaves, faca a
jungao de £ e todas as chaves de =z em vy, de forma que @ perde tanto
a chave k como o ponteiro para =z, e y agora contém 2¢ — 1 chave
Entao, libere z e delete recursivamente & de y

(c) M deleted: case 2a

AB|[PE|[7 x |[me] [@r 5]

Queremos remover G

(d) G deleted: case 2¢c
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Arvores B - Remocao - Func. Auxiliar (3

e B-Tree-Delete(:,k): remocio da chave & da subdrvore com raiz @,

3. Se a chave & nao estd presente no no interno ., determine a raiz ;] da
subarvore apropriada que deve conter A (se k& estiver presente na arvore).
a) Se ¢;[x] contém apenas ¢ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com

pelo menos ¢ chaves, dé para ;] uma chave extra movendo uma
chave de @& para ¢;[], movendo uma chave do irmao imediato de ¢;[x]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o né o;[r].

b) Se o;[x] e ambos os irmaos imediatos de ;] contém ¢ — 1 chaves,
faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmdaos. Isso implicard em
mover umna chave de o para o novo nod fundido (que se tornarda a
chave mediana para aquele no).
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (3a)

a) Se ¢;[x] contém apenas ¢ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x] uma chave extra movendo uma
chave de @ para ¢;[x], movendo uma chave do irméao imediato de ¢;[.¢]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o né c;[x].
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (3a)

a) Se ¢;[x] contém apenas ¢ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x] uma chave extra movendo uma
chave de @ para ¢;[x], movendo uma chave do irméao imediato de ¢;[.¢]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o né c;[x].

lc
ﬁff‘f/

A B||EJK]||N

P T X

£

1
e
s ||u

v]ly z|

<IN

Lo r
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (3a)

a) Se ¢;[x] contém apenas ¢ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x] uma chave extra movendo uma
chave de @ para ¢;[x], movendo uma chave do irméao imediato de ¢;[.¢]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o né c;[x].

Queremos remover B
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Arvores B - Remocio - Func. Auxiliar (3a)

a) Se ¢;[x] contém apenas ¢ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x] uma chave extra movendo uma
chave de @ para ¢;[x], movendo uma chave do irméao imediato de ¢;[.¢]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do

P x|

[lers [[uv]]lyz]

irmao para o né c;[x].
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SI™[&
L/
/

|
/
)

Queremos remover B

(f) B deleted: cascd;:z:.___l_ﬁ L P T X_I\
- N

lac|]|ls k| No||ler s ]||louv]|[y z]
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Arvores B - Remoc3o - Func. Auxiliar (3b)

b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém # — 1 chaves,
faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmaos. Isso implicard em
mover uma chave de » para o novo né fundido (que se tornard a
chave mediana para aquele no).
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Arvores B - Remoc3o - Func. Auxiliar (3b)

b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém # — 1 chaves,
faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmaos. Isso implicard em
mover uma chave de » para o novo né fundido (que se tornard a
chave mediana para aquele no).

L

laB||lpesk|[NO] orRS||uv][y z]
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Arvores B - Remoc3o - Func. Auxiliar (3b)

b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém # — 1 chaves,
faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmaos. Isso implicard em
mover uma chave de » para o novo né fundido (que se tornard a
chave mediana para aquele no).

L

laB||lpesk|[NO] orRS||uv][y z]

Queremos remover D
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Arvores B - Remoc3o - Func. Auxiliar (3b)

b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém # — 1 chaves,
faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmaos. Isso implicard em
mover uma chave de » para o novo né fundido (que se tornard a
chave mediana para aquele no).

-
laB||lpesk|[NO] orRS||uv][y z]

Queremos remover D
(e) D deleted: case 3b
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Arvores B - Remocao

Quando um dos nds for a raiz:
@ A raiz pode ter menos do que T-1 chaves

@ Se ficar com zero chaves precisa desalocar o bloco e
atualizar quem ¢é a nova raiz

@ Precisa de uma func3o inicial /principal antes da
remocao recursiva
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Arvores B - Remocao - Funcao Principal

B-Tree-Delete-From-Root (T, k){
r = raiz[T];
se (n[r] = 0) retorna;
sendo B-Tree-Delete(r,k);
se (n[r] = 0 e (lraiz[r]){
raiz[T] = ¢lr];
desaloca(r);

t
}
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Complexidade

Sequencial Ligada Arvore B
Complex. Nao Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado
Busca O(b) O(log(b)) O(b) O(logt(b))
Insercao O(1) se houver | O(b) O(1) O(logt(b))
espa¢o, ou O(b)
Remogio" O(b) (custo da | O(log(b))? O(b) (custo da | O(log:i(b))
busca), ou O(1) busca), ou O(1)
Leitura Or- | w(b)" O(b), O(1) (lei- | O(b) O(b)
denada tura toda de uma
vez)
Minimo/ O(b), ou O(1) se | O(1) O(1) O(logt(b))
Maéximo as chaves estive-
rem no cabecalho
Modificagdo | O(1), ou O(b) se | O(1), Of(log(n)) | O(1), ou O(b) | O(log:(bh))
precisar buscar (buscar), ou O(b) | se precisar bus-
(modificagdo de | car ou modificar
chave) a chave

iConsiderando o uso de um bit de validade/exclusio

iiDepende do algoritmo de ordenag3o [externo]
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