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Projeto por Inducao Forte

Hipoétese de inducao forte
Sabemos ordenar um conjunto de 1 < k < ninteiros.

@ Caso base: n = 1. Um conjunto de um unico elemento esta
ordenado.

@ Passo da Inducéao (Primeira Alternativa): Seja S um conjunto
de n > 2 inteiros. Podemos particionar S em dois conjuntos S; e
S,, de tamanhos |n/2] e [n/2]. Como n > 2, ambos Sy e S,
possuem menos do que n elementos. Por hipétese de indugéo,
sabemos ordenar 0s conjuntos S; e S».

Podemos entao obter S ordenado intercalando os conjuntos
ordenados S; e S,.
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Projeto por Inducao Forte

@ Esta inducao da origem ao algoritmo de diviséo e conquista
MergeSort.

@ Na implementagao do algoritmo, o conjunto S é um vetor de
tamanho n.

@ A operacéo de divisdo é imediata, o vetor é dividido em dois
vetores com metade do tamanho do original, que sdo ordenados
recursivamente.

@ O trabalho do algoritmo esta concentrado na conquista: a
intercalacdo dos dois subvetores ordenados.

@ Para simplificar a implementagao da operagéo de intercalagéo e
garantir sua complexidade linear, usamos um vetor auxiliar.
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

@ Ordenacéo por intercalagdo/juncao/fusdo: mais conhecida como
MergeSort.

@ Dividir: divide a sequéncia de n elementos a serem ordenados
em duas subsequéncias de tamanho [n/2] e |n/2].

@ Conquistar: ordena as duas subseqiiéncias recursivamente por
intercalacao.

@ Combinar: faz a intercalacao das duas seqiéncias ordenadas de
modo a produzir a resposta ordenada.
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

@ Dividir é facil. Basta dividir a sequiéncia em dois.

@ Conquistar também nao é dificil.

e Dividindo o problema em dois necessariamente vamos chegar a
uma sequiencia de tamanho um cuja ordenagao é ftrivial.

@ Combinar, esse é o problema! Como combinar?
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Fusao de Vetores

No livro [2], foi apresentado um método para fusdo de vetores:

Fusao de Vetores

int [] fusao(int [] a, int [] b) {
int posa = 0,

posb = 0,

posc = 0;

int [] ¢ = new int [a.length + b.length];
// Enquanto nenhuma das seqiiéncias estd vazia...

while (posa < a.length && posb < b.length) {
// Pega o menor elemento das duas seqguéncias

if (b[posb] < alposal) {
c[posc] = b[posbl];
posb++;
} else {
c[posc] = al[posal;
posa+t+;
}
posc++;
}

v
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Fusao de Vetores (continuacao)

Fusao de Vetores (continuacao)

// Completa com a seqiiéncia que ainda ndo acabou

while (posa < a.length) {
c[posc] = alposal;
posc++;
posat+;

}

while (posb < b.length) {
c[posc] = b[posbl];
posc++;
posb++;

}

return c; // retorna o valor resultado da fuséao

}
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

Esse algoritmo nao é exatamente o que desejamos. Ele retorna um
novo arranjo que contém a fusao.

O que queremos, no entanto, é realizar a fusdo de subsequéncias de
um vetor. Algo assim:

void merge (int [] A, int p, int g, int r) {
// A subseqgiiéncia A[p...q] estd ordenada
// A subseqiiéncia A[g+l...r] estd ordenada

// Faz a Jjuncdo das duas subseqgiiéncias

// A subseqgiiéncia A[p...r] estd ordenada
}
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

Utilizando a mesma idéia da fusdo de dois arranjos, com a assinatura
e restricoes definidas acima, tem-se:

void merge (int [] A, int p, int g, int r) {
// A subseqiiéncia A[p...q] estd ordenada
// A subseqiiéncia A[g+l...r] estd ordenada
1: int 1, 3j, k;
// Faz cépias — seql = A[p...q] e seq2 = A[g+l...r]

2: int tamseql = q - p + 1; // tamanho da subseqgiiéncia 1
3: int tamseg2 = r - g; // tamanho da subseqiiéncia 2
4: int [] seqgl = new int [tamseql];
5: for (i=0; i < seqgl.length; i++) {

seql[i] = Alp+il;

}

6: 1int [] seg2 = new int [tamseqg2];
7: for(j=0; J < seg2.length; Jj++) {

seq2[j] = A[g+3j+1];

}
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

Fusao (Continuacao)

// Faz a jungdo das duas subseqiiéncias

8: k=p; i =0; j=0;

9: while (i < segl.length && j < seg2.length) {
// Pega o menor elemento das duas seqgiiéncias

10: if(seg2[j] < seqlli]) {
11: Alk] = seg2([j];
12: JArar e
}
else {
13: A[k] = seqll[i];
14: al4k4k
}
15: k++;
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

Fusao (Continuacao 2)

// Completa com a seqiiéncia que ainda ndo acabou

16: while (i < segl.length) {

17: A[k] = seql[i];
18: k++;
19: i++;

}

20: while (j < seqg2.length) {

21: Alk] = seq2[]jl;
22: k++;
233 Jt++;

}

// A subseqgiiéncia A[p...r] estd ordenada
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Ordenacao por Intercalacao — MergeSort

Agora que ja sabemos como combinar (merge), podemos terminar o
algoritmo de ordenacgédo por intercalacao:

void mergeSort (int [] numeros, int ini, int fim) {

if(ini < fim) {
//Divisao
1: int meio = (ini + fim)/2;

// Conquista
2: mergeSort (numeros, ini, meio);
3: mergeSort (numeros, meio+l, fim);

// Combinacéo
4: merge (numeros, ini, meio, fim);
}

// Solucdo trivial: ordenacao de um Unico numero.
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MergeSort

1. MergeSort (A, 0, 7)

[2]8]7[1]3]5][6]4]ini=0,fim=7meio=3 |

1.1. MergeSort (A, 0, 3)

[2]8]7[1]3]5][6]4]ini=0,fim=3 meio=1 |

1.1.1. MergeSort (A, 0, 1)

(22 [8[7[1]3[5][6]4]ini=0fim=1,mei0=0 |

1.1.1.1. MergeSort (A, 0, 0) x
1.1.1.2. MergeSort (A, 1, 1) x
1.1.1.3. Merge (A, 0, 1)

2 | 8 |7|1|3|5|6]|4

2] [[8]|7]1]3]5]6]4
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MergeSort

1.1.2. MergeSort (A, 2, 3)

[2[8[7/7[1[3]5]6]4]ini=2fim=3 meio=2 |

1.1.2.1. MergeSort (A, 2, 2) x
1.1.2.2. MergeSort (A, 3, 3) x
1.1.2.3. Merge (A, 2, 3)

2[8] 7 | 1 [3]5]6]4
2|8 |[1][[7]]|3]|5]|6]4

1.1.3. Merge (A, 0, 3)

2| 8 | 1 | 7 |3|5]|]6]|4

1] [2]|[7]][8]|3]|5]6]4
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MergeSort

1.2. MergeSort (A, 4, 7)

[1]2]7[8]3]5][6]4]ini=4,fm=7 meio=5 |

1.2.1. MergeSort (A, 4, 5)

[1]2]7[8]33]5]6]4]ini=4,fim=5 meio=4 |

1.2.1.1. MergeSort (A, 4, 4) x
1.2.1.2. MergeSort (A, 5, 5) x
1.2.1.3. Merge (A, 4, 5)

112

1]2]7[8|[3]|[5]]6]4

~
00!
W
(&)
[}
N

Delano M. Beder (EACH - USP) MergeSort ACH2002 15/24



MergeSort

1.2.2. MergeSort (A, 6, 7)

[1]2]7[8]3]5]6/6]4]ini=6,fim=7 meio=6 |

1.2.2.1. MergeSort (A, 6, 6) x
1.2.2.2. MergeSort (A, 7, 7) x
1.2.2.3. Merge (A, 6, 7)

112|783 |5]|] 6 | 4

1[2]7]8[3]5][4]]]6]

1.2.3. Merge (A, 4,7)

112|178 3 | 5 | 4 | 6

1]2]7]8[[3]][4]][5]]]e]

1.3. Merge (A, 0, 7)

1 2 7 8 3 4 5 6

T2 [[s] [Tal[[s[[[e] 7] ]]e]
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Analise da Fusao (Merge)

Complexidada temporal:
@ T(Linhas 1-3): O(1).

@ T(Linhas 4-7): O(seq1.length + seg2.length)
@ T(Linhas 9-23): O(seq1.length + seg2.length)

Como é uma seqléncia,

= T(1-23) = O(seq1.length + seg2.length) + O(seq1.length + seg2.length) + O(1)
= T(1-23) = O(max(seql.length + seg2.length, seq1.length + seqg2.length, 1))

= T(1-23) = O(seq1.length + seg2.length)

Se fizermos ny = seq1.length e n, = seg2.length

= T(1-23) = O(ny + o).
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

@ Ordenagao por intercalagao utiliza a abordagem dividir e
conquistar.

@ Entdo podemos antes fazer andlise genérica dos algoritmos que
utilizam essa abordagem.

@ Dividir e conquistar envolve trés passos:
@ Dividir
@ Conquistar
© Combinar

@ Portanto, a complexidade de tempo de algoritmos dividir e
conquistar para um entrada de tamanho n é:

e T(n) = Dividir(n) + Conquistar(n) + Combinar(n).
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

@ Para entradas pequenas, isto é, para n < ¢, podemos assumir
que T(n) = O(1).

@ Vamos supor que o problema seja dividido em a subproblemas,
cada um com 1/b do tamanho original.

@ Se levamos D(n) para dividir o problema em subproblemas e
C(n) para combinar as solugées dados aos subproblemas, entao
tem-se a recorréncia T(n) tal que:

[ o) se n<0
T(n) = { aT(n/b) + D(n) 4+ C(n) caso contrario
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

@ Sem perda de generalidade, podemos supor que n € uma
poténciade 2: n=2'parai > 0.

@ Para n= 1, isto é, a ordenacao de um vetor com um Unico
elemento, a complexidade temporal € T(1) = O(1), pois é o caso
base e ndo requer fusao.
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

@ Dividir: a etapa de dividir simplesmente calcula o ponto médio do
subvetor, o que demora um tempo constante.

o D(n) = O(1)

@ Conquistar: resolvemos recursivamente dois subproblemas;
cada um tem o tamanho n/2

e Contribui com 2T(n/2) para o tempo de execugéo

@ Combinar: J4 foi calculado que o método merge em um subvetor
de tamanho n

o C(n)=m + & O(n).
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

Portanto, a complexidade T(n) para o algoritmo de ordenagao por
intercalagdo MergeSort é:

_ [ oQ) se n=1
Tin) = { 2T(n/2)+n—1 caso contrario

Teorema Mestre (CLRS): temos que a=2,b=2c¢ f(n) = n.
Desta forma n'°9% 2 = nlo922 — p' — p,

Desde que f(n) € ©(n'°%22) = ©(n), nés podemos aplicar o caso 2 do
Teorema Mestre.

T(n) = ©(n°%2log n) = ©(n'°%2log n) = ©(nlog n).

Logo, a solugéo é T(n) € ©(nlog n).

v
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Analise da ordenacao por intercalacao — MergeSort

@ E possivel fazer a intercalagdo dos subvetores ordenados sem o
uso de vetor auxiliar ? Sim! Basta deslocarmos os elementos de
um dos subvetores, quando necessario, para dar lugar ao minimo
dos dois subvetores.

@ No entanto, a etapa de intercalagdo passa a ter complexidade
O(n?), resultando na seguinte recorréncia:

_ 0(1) se n=1
T(m) = { 2T(n/2) + n? caso contrario J

@ Ou seja, a complexidade do MergeSort passa a ser ©(n?). Como
era de se esperar, a eficiéncia da etapa de intercalagéo € crucial
para a eficiéncia do MergeSort.
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