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= Abstracao que permite codificar
relacionamentos entre pares de
objetos (definicao informal)

Em que:
Os objetos sao os vértices do grafo
Os relacionamentos sao as arestas do grafo



Motivacao: Transporte aéreo

= objeto: cidades

" relacionamento:
vO0o comercial
entre duas
cidades




= objeto: paginas
web

" relacionamento:

link de uma
pagina para
outra

1IN LI IR,

JHEERE | k]




= Existe um tipo abstrato de dados
(TAD=conjunto de operacoes
associado a uma estrutura de dados)
usado para modelar tais situacoes!!

grafo

" Muitos problemas podem ser
resolvidos com 0 mesmo algoritmo em
cima da abstracao



= Quantos caminhos existem para ir de
Prague até Amsterdam?

= Qual é o menor(melhor) caminho
entre Prague e Amsterdam?

= Existe um caminho para ir de uma
cidade a outra?






= Temos N professores e M disciplinas

= Dado o que cada professor pode
lecionar, é possivel que as M
disciplinas sejam oferecidas
simultaneamente?

= Qual o maior numero de disciplinas
gue podem ser oferecidas?






= Como saber se duas pessoas estao
conectadas (interligadas via
relacionamentos declarados) atraves
de uma sequéncia de
relacionamentos?

" Qual € o menor caminho entre duas
pessoas?



= Vértices: profiles (pessoas)
" Arestas: relacionamentos declarados

Antonio é

“‘amigo” da Camila \







= Grafo: conjunto de vértices e arestas.

= \/értice: objeto simples que pode ter
nome e outros atributos.

= Aresta: conexao entre dois vér tices.
Exemplo: representacao usual




= Notacao: G=(V,A)

Em que
- G: grafo
-\/: conjunto de vértices
—A: conjunto de arestas




= Um grafo direcionado G é um par (V, A),
em que:
-\ € um conjunto finito de vértices

-A e uma relagao binariaemV (i.e.,
uma aresta € um par ordenado de
vertices)



= Uma aresta (v, w) sai do vértice v e entra
no vertice w . O vértice w é adjacente ao
vértice v.
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" Podem existir arestas de um vértice para
ele mesmo, chamadas de self-loops.




= Um grafo nao direcionado G é um par (V, A),

em que:

- O conjunto de arestas A e constituido de pares
de vertices nao ordenados.

- As arestas (u, v) e (v, u) sao consideradas como
uma unica aresta.

- A relacao de adjacéncia é simétrica.
- Self-loops nao sao permitidos.
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direcionados

- O grau de um vértice € o numero de arestas
gue incidem nele.

- Um vérice de grau zero é dito isolado ou nao
conectado.




- O grau de um vér tice € o numero de arestas
gue incidem nele.

- Um vérice de grau zero é dito isolado ou nao

conectado.
O vértice 0 tem grau Zj




- O grau de um vér tice € o numero de arestas
gue incidem nele.

- Um vérice de grau zero é dito isolado ou nao
conectado.

i O vértice 3 é isolado j
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- Grau de saida: numero de arestas que saem do
vértice.

- Grau de entrada: nUumero de arestas que chegam no
vértice.

- Grau de um vértice:
grau de saida + grau de entrada.




dlrecmnados

- Grau de saida: numero de arestas que saem do
vértice.

- Grau de entrada: nUumero de arestas que chegam no
vértice.

- Grau de um vértice:
grau de saida + grau de entrada.

a D

O vértice 0 tem
grau de saida 2,
grau de entrada 1
e grau 3.
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= Um caminho de comprimento k de um
vértice X a um vér tice y em um grafo

G = (V,A) éuma sequéncia de vértices
(Vorvlrvzr---lvk)

talquex=v,ey=v_,el(v_,, v )EA
parai=1,2,...,K.

= O comprimento de um caminho é o
numero de arestas nele



(2,4,1,3,5,4,5) € um caminho do vértice 2 até
o vértice 5 de comprimento 6




= Se existir um caminhocde xayentaoy é
alcancavel a partir de x via c.

=" Um caminho é simples se todos os
vértices do caminho sao distintos.
Exemplo: (2,4,1,3,5)




- Um caminho (v, , v, , ..., v, ) forma um
ciclo se v, = v, e o caminho contém pelo
menos uma aresta.

— O ciclo é simples se os veértices

V,,V,,...,V,_ sao distintos.

Kk
— O self-loop é um ciclo de tamanho 1.






= Dois caminhos (v, ,v,,...,Vv, )e

(Viy, v',,...,Vv' ) formam o mesmo ciclo
se existir um inteiro j tal que v', = v,

parai=0,1,...,k—-1.

i+] ) mod k



= Exemplo: o caminho(0, 1, 3, 0) forma o
mesmo ciclo que os caminhos (1, 3,0, 1) e
(3r Or 1r ?\




= Um caminho (v,, v, , ...,V ) forma um
ciclo se v, = v,_e o caminho contém pelo
menos trés arestas.

= O ciclo é simples se os vértices
V., V,,...,V, sao distintos.



= Exemplo: o caminho (b, d, f, €, b) € um
ciclo simples




" Um grafo nao direcionado é conectado se
cada par de vértices esta conectado por
um caminho.

= Os componentes conectados sao as
porcoes conectadas de um grafo.

" Um grafo nao direcionado é conectado se
ele tem exatamente um componente
conectado.



= Os componentes conectados sao: {3}
{0,1,2} e {4,5} e o grafo nao € conectado
uma vez gue ele tem mais de um
componente conectado.
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omponentes rortemente conectados

= Um grafo direcionado G = (V,A) é
fortemente conectado se cada dois vértices
quaisquer sao alcancaveis um a partir do
outro.

= Os componentes fortemente conectados de
um grafo direcionado sao conjuntos de
vértices sob a relacao “sao mutuamente
alcancaveis”.

= Um grafo direcionado fortemente conectado
tem apenas um componente fortemente
conectado.



" quals 0s componentes fortemente
conectados?




= {0, 1, 2,3}, {4} e {5} sao os componentes
fortemente conectados

= {4,5} nao é um componente fortemente
conectado




"G =(V,A)eG'= (V' A') sao isomorfos se
existir uma bijecao f: V = V' tal que

(U, v) € Ase esomentese (f (u), f(v) €A".
E possivel re-rotular os vértices de G para serem rétulo de G'?

O.

O



=" Um grafo G'= (V', A') € um subgrafo de
G=(V,A)seV' cVeA CcA.

= Dado um conjunto V' €V, o subgrafo
induzido por V' é o grafo G' = (V', A' ), em
que A'={(u,v)E€EA]|uveV}.



= O subgrafo induzido pelo conjunto de vertices

V'={1,2,4,5} é:

L



= Grafo ponderado: possui pesos associados as
arestas.



= Grafo ponderado: possui pesos associados as

arestas.
Amsterdam 600 Berlin
2056
Brussels
200
Paris
550
Geneva

Florence



= Grafo bipartido: grafo nao direcionado

G = (V, A) no qual V pode ser particionado em
dois conjuntos V1 e V2 tal que (u, v ) € A implica
qgueueVlieveV2ouuecV2ev eVl (todas
as arestas ligam os dois conjuntos V1 e V2 ).



= Grafo bipartido: grafo nao direcionado

G = (V, A) no qual V pode ser particionado em
dois conjuntos V1 e V2 tal que (u, v ) € A implica
qgueueVlieveV2ouuecV2ev eVl (todas
as arestas ligam os dois conjuntos V1 e V2 ).




= Um grafo completo é um grafo nao direcionado
no qual todos os pares de vértices sao
adjacentes.

E completo?

O OO



= Um grafo completo é um grafo nao direcionado
no qual todos os pares de vértices sao
adjacentes.

E completo?
Nao

O OO



= Um grafo completo é um grafo nao direcionado
no qual todos os pares de vértices sao

adjacentes.




" Quantas arestas possui um grafo completo com V
vértices?



= Quantas arestas possui um grafo completo com V
vértices?

= Possui (V|2 = |V|)/12 = |V [(]V] = 1)/2 arestas,
pois do total de |V|? pares possiveis de vértices
devemos subtrair |V| self-loops e dividir por 2
(cada aresta ligando dois vértices é contada
duas vezes no grafo direcionado).



= Qual o numero total de grafos diferentes com |V|
vértices?



= Qual o numero total de grafos diferentes com |V|
vértices? Ou seja, qual o nUmero de maneiras
diferentes de escolher um subconjunto a partir
de |V |(|]V] — 1)/2 possiveis arestas?



= Arvore livre: grafo ndo direcionado aciclico e

conectado. E comum dizer apenas que o grafo é
uma arvore omitindo o “livre”.

= Floresta: grafo nao direcionado aciclico, podendo
ou nao ser conectado. E um conjunto de arvores.

*—e
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Arvore livre Floresta



= Cuantas arestas tem uma arvore com n vértices?



= |mportante considerar os algoritmos em grafos
como tipos abstratos de dados (TAD).

= TAD= Conjunto de operacoes associado a uma
estrutura de dados.

" Independéncia de implementacao para as
operacoes.



= Criar um grafo vazio.
" |nserir uma aresta no grafo.

= Verificar se existe determinada aresta no grafo.

= Obter a lista de vértices adjacentes a
determinado veértice.

= Eliminar uma aresta do grafo.

= Imprimir um grafo.

= Obter o numero de vértices do grafo.

= Obter o numero de arestas do grafo

= Obter a aresta de menor peso de um grafo.






Como um grafo\
pode ser
representtaélo po
computador »




= Como uma matriz de adjacéncias
= Como uma colecao de listas de adjacéncias

Qual a representacao mais eficiente ou mais
adequada?



= Como uma matriz de adjacéncias
= Como uma colecao de listas de adjacéncias

Qual a representacao mais eficiente ou mais
adequada?

Depende do algoritmo



= Como representar grafos utilizando
matrizes?



® Associar vértices a linhas e colunas da
matriz e o elemento da matriz indica se ha
aresta



= A matriz de adjacéncia de um grafo G = (V, A)
contendo n vértices € uma matriz n X n, em que:

— All, j]=1 (ou verdadeiro) se e somente se existe
um arco do vértice i para o vértice j .

— A[i, j1=0 caso contrario.

= Para grafos ponderados:

— Ali, j] contém o rotulo ou peso associado com a
aresta do vértice i para o vértice |

- Se nao existir uma aresta de i para j, utilizar um
valor que nao possa ser usado como rétulo ou
peso.



IR



O[1]12]|3]4]5

1
1

O[112]3]4]5

1




= Considere grafos grandes e esparcos
—grande: muitos vértices
—esparco: relativamente poucas arestas



= Considere grafos grandes e esparcos
—grande: muitos vértices
—esparco: relativamente poucas arestas

Matriz formada principalmente de zeros!

—Gtar)1|<je consumo de memoria (desnecess
ario)!



= Deve ser utilizada para grafos densos, em que |A|
é proximo de |V|?.

= O tempo necessario para acessar um elemento é
independente de |V| ou |A].

= E muito Util para algoritmos em que
necessitamos saber com rapidez se existe uma
aresta ligando dois vértices.

= A maior desvantagem é que a matriz necessita
Q(|V|? ) de espaco.



Como representar grafos grandes e esparcos?



= Associar a cada vértice uma lista de
vértices adjacentes



= A representacao de um grafo G = (V, A)
usando listas de adjacéncias consiste de:

- Um vetor Adj de |V| listas, uma para cada
vértice em V.

- Para cada u €V, a lista de adjacéncias Adj[u]
consiste de todos os vértices adjacentes a u,
l.e., todos os veértices v tais que existe uma
aresta (u,v) € A
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= Os vertices de uma lista de adjacéncia sao em geral
armazenados em uma ordem arbitraria.

= A soma dos comprimentos de todas as listas de
adjacéncias
- se G é um grafo orientado é:
- se G € um grafo nao orientado é:



= Os vertices de uma lista de adjacéncia sao em geral
armazenados em uma ordem arbitraria.

= A soma dos comprimentos de todas as listas de
adjacéncias
- se G é um grafo orientado é: |A|
- se G é um grafo nao orientado é: 2|A|

= O espaco requerido por essa representacao é:



= Os vertices de uma lista de adjacéncia sao em geral
armazenados em uma ordem arbitraria.

= A soma dos comprimentos de todas as listas de
adjacéncias
- se G é um grafo orientado é: |A|
- se G é um grafo nao orientado é: 2|A|
= O espaco requerido por essa representacao é:
O(|V | + |A])
seja o grafo orientado ou nao.



= Representacao mais adequada para grafos
esparsos, ( |A| € muito menor do que [V|?).

= E compacta e usualmente utilizada na maioria das
aplicacoes.

= A principal desvantagem € que ela pode ter tempo
O(|V|) para determinar se existe uma aresta entre o
vértice i e o vértice j, pois podem existir O(|V|)
vértices na lista de adjacentes do veértice |.






= Problema fundamental em grafos:

Como explorar um grafo de forma
sistematica?

= Muitas aplicacoes sao abstraidas como
problemas de busca

= Os algoritmos de busca em grafos sao a
base de varios algoritmos mais gerais em
grafos.



= Como explorar o grafo?

= Por exemplo, como saber se existe caminhos
simples entre dois vértices?

Evitar explorar vértices ja explorados. Temos que
marcar os vértices!



search)

" Seja G =(V,A) éum vértice s de G

= BFS percorre as arestas de G descobrindo todos
0s vértices atingiveis a partir de s.

" BFS determina a distancia (em nimero de
arestas) de cada um desses vértices a s.




S€alcC

" Antes de encontrar um vértice a distancia k+1
de s, todos os vértices a distancia k sao
encontrados.

Intuicao: uma
onda € propagada
a partir da raiz




S€alcC

" BFS produz uma arvore BFS com raiz em s, que
contém todos os vértices acessiveis. Determinando
0 caminho minimo ou caminho mais curto (caminho
que contém o numero minimo de arestas) des at

(vertice acessivel).




search)

= Para organizar o processo de busca os vértices
sao pintados:

- branco: nao foram descobertos ainda

— cinzas: sao a fronteira. O vértice ja foi
descoberto mais ainda nao examinamos o0s
seus Vvizinhos.

— pretos: sao os vertices ja descobertos e seus
vizinhos ja foram examinados.

= E utilizada uma fila para manter os vértices
cinzas



No inicio todos os vértices sao brancos e a distancia é infinita

®
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O vértice origem é pintado de cinza (ele é considerado
escoberto) e € colocado na fila

S

. @ @ L = q)
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E retirado o primeiro elemento da fila (s) e os adjacentes a ele
sad colocados em Q, pintados de cinza. Além disso é atualizada a
distancia e o pai

88 08/10/11



colorimos o vértice com preto &os seus vizinhos ja foram
descobertos)

r S t
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Observe que somente enfileramos vértices
brancos, que sao imediatamente coloridos de |
cinza ao entrar na fila

r S t u
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Aplicar o algoritmo BFS, |
considerar S como vértice origem



— Escrever o pseudocodigo de BFS



BFS(V, A, s)

foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s
color[u] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos
d[u] « infinity
nfu] « NIL
color[s] « GRAY
d[s]«< O
n[s] « NIL
Q« {}
ENQUEUE(Q, s)
while Q is non-empty
u « DEQUEUE(Q)
for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
dlv] « d[u] + 1
nlv] « u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.
8.
9.

foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s
colorfu] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos
d[u] « infinity
nlul « NIL

color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

d[s] « 0

n[s] « NIL

Q« {}

ENQUEUE(Q, s) > Colocar o vértice origem na fila Q

whiie Q is non-empty
u « DEQUEUE(Q)
for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
dlv] « d[u]l +1
nv] «u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.
8.
9

foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s
color[u] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos
d[u] « infinity
nfu] « NIL

color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

dls] < 0

n[s] « NIL

Q«{}

ENQUEUE(Q, s) > Colocar o vértice origem na fila Q

while Q is non-empty > Enquanto existam vertices cinzas
u « DEQUEUE(Q) > 1.e., u = primeiro(Q)

for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
dlv] « d[u] + 1
nlv] « u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1. foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s

2. color[u] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos
3. d[u] « infinity

4. nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

6. d[s] « O

7. n[s] « NIL

8. Q< {}

9 ENQUEUE(Q, s) > Colocar o vértice origem na fila Q

10 while Q is non-empty > Enquanto existam veértices cinzas

11. u « DEQUEUE(Q) > i.e., u = primeiro(Q)

12, for each v adjacent to u > para cada vértice adjacente a u
13. if color[v] = WHITE

14, then color[v] « GRAY

15. dlv] « dlu] + 1

16. nlv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1. foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s

2. color[u] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos
3. d[u] « infinity

4. nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

6. d[s] « O

7. n[s] « NIL

8. Q< {}

9 ENQUEUE(Q, s) > Colocar o vértice origem na fila Q

10 while Q is non-empty > Enquanto existam veértices cinzas

11. u « DEQUEUE(Q) > 1.e., u = primeiro(Q)

12, for each v adjacent to u > para cada vértice adjacente a u
13. if color[v] = WHITE > se é branco ele ainda nao foi descoberto
14, then color[v] « GRAY

15. dlv] « dlu] + 1

16. nlv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1. foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s

2. color[u] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos

3. d[u] « infinity

4. nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

6. d[s] « O

7. n[s] « NIL

8. Q< {}

9 ENQUEUE(Q, s) > Colocar o vértice origem na fila Q

10 while Q is non-empty > Enquanto existam veértices cinzas

11. u « DEQUEUE(Q) > i.e., u = primeiro(Q)

12, for each v adjacent to u > para cada vértice adjacente a u

13. if color[v] = WHITE > se é branco ele ainda nao foi descoberto
14, then color[v] « GRAY

15. dlv] « dlu] + 1

16. nlv] «u > pai de v € 0 n6 que levou a descoberta de v
17. ENQUEUE(Q, v)

18. colorfu] « BLACK > 0s vizinhos de u ja foram examinados



BFS(V, A, s)

1. foreachuinV — {s}

2. color[u] « WHITE

3. d[u] « infinity

4, nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY

6. d[s] « O

7. n[s] « NIL

8. Q« {}

9. ENQUEUE(Q, s) L ,
10 whiie Q is non-empty Cadalvgrtlce e colocado na fila
11. u « DEQUEUE(Q) NO Maximo uma vez e portanto
12. for each v adjacent to u retirado da fila no maximo uma
13. if color[v] = WHITE vez

14, then color[v] « GRAY

15. divl] « dlu] +1

16. niv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

o) (20 Tl O ] e ) IR [

foreachuinV — {s}
color[u] « WHITE
d[u] « infinity
nfu] « NIL
color[s] « GRAY
d[s] < 0
n[s] « NIL
Q« {}
ENQUEUE(Q, s)
whiie Q is non-empty
u « DEQUEUE(Q)
for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
div] « dlu] + 1
niv] « u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK

As operacoes DEQUEUE e
ENQUEUE demoram tempo O(1).

Assim o tempo total de
operacoes na fila é:




BFS(V, A, s)

o) (20 Tl O ] e ) IR [

foreachuinV — {s}
color[u] « WHITE
d[u] « infinity
nfu] « NIL
color[s] « GRAY
d[s] < 0
n[s] « NIL
Q« {}
ENQUEUE(Q, s)
whiie Q is non-empty
u « DEQUEUE(Q)
for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
div] « dlu] + 1
niv] « u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK

As operacoes DEQUEUE e
ENQUEUE demoram tempo O(1).

Assim o tempo total de
operacoes na fila é: O(V)




n

BFS(V, A, s)
1. foreachuinV — {s}
2. color[u] « WHITE
3. d[u] « infinity
4, nfu] « NIL
5. color[s] « GRAY
6. d[s]« 0
«
Z; g[f_] {}NIL A lista de adjacéncias de cada
9 ENQUEUE(Q, s) vértice é examinado somente
10 whiie Q is non-empty quando o vértice é
11. u « DEQUEUE(Q) desenfileirado, a lista de
12. for each v adjacent to u adjacéncias de cada vértice é
13. if color[v] = WHITE examinada no maximo uma vez
14. then color[v] « GRAY
15. div] « d[u] +1
16. nlv] « u
17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

OO N UTRWN

foreachuinV — {s}
color[u] « WHITE
d[u] « infinity
nfu] « NIL
color[s] « GRAY
d[s] < 0
n[s] « NIL
Q« {}
ENQUEUE(Q, s)
whiie Q is non-empty
u « DEQUEUE(Q)
for each v adjacent to u
if color[v] = WHITE
then color[v] « GRAY
div] « dlu] + 1
niv] « u
ENQUEUE(Q, v)
color[u] « BLACK

Assim, o tempo gasto na

varredura total das listas de
adjacéncias é:




BFS(V, A, s)

1. for eachuinV - {s}

2. color[u] « WHITE

3. d[u] « infinity

4. nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY

6. d[s] « 0

7. n[s] « NIL

8. Q« {}

?~ ENQ-UEPE(Q’ S) : Assim, o tempo gasto na
itl) while S(I_S SES_SQJF)E?Q) varredura total das listas de
12. for each v adjacent to u adjacencias e: O(A)

13. if color[v] = WHITE

14. then color[v] « GRAY

1>, dlv] « du] + 1

16. nv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK



BFS(V, A, s)

1 foreachuinV — {s}

P color[u] « WHITE

3 d[u] « infinity

4, nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY

6 d[s] < 0

7 n[s] « NIL

8 Qe {}

9. ENQUEUE(Q, s)

10 while Q is non-empty

11. u « DEQUEUE(Q)

12, for each v adjacent to u

13. if color[v] = WHITE

14. then color[v] « GRAY
15. div] « dlu] + 1
16. nlv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK

A parte de inicializacao é:




BFS(V, A, s)

1 foreachuinV — {s}

P color[u] « WHITE

3 d[u] « infinity

4, nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY

6 d[s] < 0

7 n[s] « NIL

8 Qe {}

9. ENQUEUE(Q, s)

10 while Q is non-empty

11. u « DEQUEUE(Q)

12, for each v adjacent to u

13. if color[v] = WHITE

14. then color[v] « GRAY
15. div] « dlu] + 1
16. nlv] « u

17. ENQUEUE(Q, v)

18. color[u] « BLACK

A parte de inicializacao é O(V)




S€alcC

O tempo total da busca em largura é O(V+A)




O tempo total da busca em largura é O(V+A)

Se € um grafo completo qual o tempo total da
busca em largura?




" Problema: Como saber se existe caminho entre
dois vértices?

Exemplo: existe um caminho entre Sao Luis e
Limeira?



" Problema: Como saber se existe caminho entre
dois vértices?

Exemplo: existe um caminho entre Sao Luis e
Limeira?

= Solucao: usar BFS



= Problema: Como saber se existe caminho entre
dois vértices?

Exemplo: existe um caminho entre Sao Luis e
Limeira?

= Solucao: usar BFS
— Marcar Sao Luis como raiz
— Realizar BFS

— Ao terminar BFS se Limeira tiver distancia
diferente de infinito ou se o vértice esta
pintado de preto, entao ha caminho, caso
contrario, nao ha.



" Problema: Como saber se existe caminho entre
dois vértices?

Exemplo: existe um caminho entre Sao Luis e
Limeira?

= Solucao: usar BFS
— Marcar Sao Luis como raiz
— Realizar BFS

E necessario realizar o BFS completo?




Caminho entre dois vértices

BFS(V, A, s)

1. foreachuinV — {s} > para cada vértice u em V exceto s

2. colorfu] « WHITE > no inicio todos os vértices sao brancos

3. d[u] « infinity

4, nfu] « NIL

5. color[s] « GRAY > Vértice origem descoberto

6. d[s] « O

7. n[s] « NIL

8. Q« {}

9. ENQUEUE(Q, s) > C Que linhas mudar?

10 while Q is non-empty > E

11. u « DEQUEUE(Q) — S

12, for each v adjacent to u > para cada vértice adjacente a u

13. if color[v] = WHITE > se é branco ele ainda nao foi descoberto
14. then color[v] « GRAY

15, divl] « dlu] +1

16. nlv] « u > pai de v € 0 no que levou a descoberta de v
17. ENQUEUE(Q, v)

18. colorfu] « BLACK > 0s vizinhos de u ja foram examinados



i
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vV W X .Y
— BFS produz uma arvore BFS com raizem s e define o

caminho mais curto

— Qual é 0 caminho mais curto entre u e s?
— Qual € 0 caminho mais curto entre u e y?

120 08/10/11
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\Y W X \
— BFS produz uma arvore BFS com raizem s e define o

caminho mais curto
— Qual é o caminho mais curto entre u e s?
— Qual € 0 caminho mais curto entre u e y?
— A arvore define o caminhowmais curto para a raiz!!!!  esnon



\Y W X A
— Suponha que ja executamos a busca BFS para calcular o
caminho mais curto entre s e 0s vértice acessiveis a partir
daraiz s

- Elabore um algoritmo para imprimir o caminho mais curto
entre s e um vértice v qualquer

122 08/10/11
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— Suponha que ja executa Podemos usar recursio.
caminho mais curto ent Prént-PaBth(G:7S: V) ir
da raiz s d30 Ba>€.

: __—
— Elabore um algoritmo para imprimir o Caminno mais curto
entre s e um vértice v qualquer

123 08/10/11



Print-Path(G, s, v)

ifv=s
then print s
else if m[v] = NIL
then print "no path exists from " s" to "v"
else Print-Path(G, s, n[v])
print v




" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

Exemplo: gostaria de saber se posso voar de
qualquer cidade para qualquer cidade.



" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

Exemplo: gostaria de saber se posso voar de
qualquer cidade para qualquer cidade.

= Solucao: usar BFS
— Escolher um vértice v qualquer de G
- Executar BFS a partir de v

- Verificar se todos vértices foram pintados de
preto



" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

Exemplo: gostaria de saber se posso voar de
qualquer cidade para qualquer cidade.

= Solucao: usar BFS

— Escolh
_ EXGCUt Precisamos usar BFS?

— Verificar se todos vertices foram pintados de
preto



= Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

Exemplo: gostaria de saber se posso voar de

qualquer cidade para qualquer cidade.

= Solucao: usar BFS

- Escolhe;/um/\h&umm'”\

- Execut

— Verifica

preto

\

Precisamos usar BFS?

Note que nao importa a ordem.

Nao, podemos usar qualquer algoritmo de busca.

-

de



" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

Exemplo: gostaria de saber se posso voar de
qualquer cidade para qualquer cidade.

= Podemos usar o seguinte algoritmo?

R = {s}
while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

R=Ru{v}




while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R
R=Ru{v}

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do

grafo?




while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R
R=Ru{v}

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do

grafo?




while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R
R=Ru{v}

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do

grafo?




while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R
R=Ru{v}

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do

grafo?




5
e :

while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

R=Ru{v}

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do
grafo?




R = {s}

while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
grafo?

R=Ru{v}
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do




R = {s}

while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
grafo?

R=Ru{v}
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do




R = {s}

while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
grafo?

R=Ru{v}
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do




R = {s}

while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

Quais os elementos do conjunto R depois de aplicar o
grafo?

R=Ru{v}
algoritmo, quando R € inicializado com o vértice s do




" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

= Solucao: usar o seguinte algoritmo

R={s}
while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

R=Ru{v}

= s e um vertice origem qualquer de G

= R é o conjunto de vértices que possuem caminho até s.
Assim, R € o componente conectado que possui s.



" Problema: Como saber se um grafo é conectado

(i.e., se cada par de vértices esta conectado por
um caminho)?

= Solucao: usar o seguinte algoritmo

R={s}
while existir aresta (u,v) em que u pertence a R e v nao pertence a R

R=Ru{v}

= s e um vertice origem qualquer de G

= R é o conjunto de vértices que possuem caminho até s.
Assim, R € o componente conectado que possui s.

= Se R contém todos os vértices, entao o grafo € conectado,
caso contrario, nao é.



— E outro método de busca

- A idéia é prosequir a busca sempre a partir
do vértice descoberto mais recentemente,
até que este nao tenha mais vizinhos
descobertos. Neste caso, volta-se na busca
para o precursor desse vértice.

— Oposto de BFS que explora o vértice mais
antigo primeiro

— DFS devolve uma floresta



— Intuicao: Procurar uma saida de um labirinto

* vai fundo atras da saida (tomando
decisoes a cada encruzilhada)

* volta a ultima encruzilhada quando
encontrar um beco sem saida ou
encontrar um lugar ja visitado.



— Os vértices recebem 2 rotulos:

*d[.]: o momento em que o vértice foi
descoberto (tornou-se cinza)

*f[.]: 0 momento em gque examinamos 0S
seus vizinhos (tornou-se preto)

O vértice é branco até d, cinzaentredefe
preto a partir de f.
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vértice origem

T~
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vértice origem




descoberto?
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Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido




Irst-searc

vértice origem

\d f




Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido
descoberto?
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11111111



descoberto?

150 08/10/11

Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido




H

Nao existe. Entao, terminei com o
vértice (pinta ele de preto)
Volta-se na busca para o0 precursor

15

: desse vértice.

08/10/11



vértice origem

\d
1

b=

Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido
descoberto?
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vértice origem
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vértice origem

\d
1

b=

descoberto?
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Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido




Nao existe. Terminei!
Volta-se na busca para o precursor
desse vértice. 08/10/11
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descoberto?
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Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido




desse vértice.

Nao existe. Terminei!
Volta-se na busca para o precursor

157 08/10/11



tenha sido descoberto?
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Existe mais algum vértice
adjacente ao vértice que nao




vértice origem

\d
1
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vértice origem
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vértice origem
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vértice origem
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vértice origem
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vértice origem

/

D

11111111
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vértice origem

/

A 4
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vértice origem

d_f /

Resultado: uma floresta com 2
arvores, uma com 6 vértices e
outra com 2 vértices

168 08/10/11
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Aplicar o algoritmo DFS



first-search)

Escrever o algoritmo recursivo DFS-Visit(u),
que visita todos os vértices em profundidade

a partir da raiz u.
Suponha que existe uma variavel time global.



DFS-Visit(u)

color[u] « GRAY > vértice u acabou de ser descoberto
time « time + 1
d[u] « time
for each vertex v adjacentto u

if color[v] = WHITE

then n[v] « u

DFS-Visit(v)

color[u] « BLACK
time « time + 1
0. f[u] « time

e ol e e



DFS-Visit(u)
color[u] « GRAY > vértice u acabou de ser descoberto
time « time + 1
d[u] « time

ol B e

8——cotorful=BLACK

foreachvertex vadjacenttou—{>exptoraaaresta{u, v)
if color[v] = WHITE
then nfv] « u

time « time + 1
flu] « time



first-search)

DFS-Visit(u)

1. color[u] « GRAY > vértice u acabou de ser descoberto
2. timee<time +1

3. d[u] « time

4. for each vertex v adjacenttou [> explora a aresta (u, v)

5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] « u

7. DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK > 0s vizinhos de u ja foram examinados
9. timee«time+1

10. f[u] « time > terminamos com o vértice u




010 ayA > = = dCadll (JE 21 g€ OPDE O
' A
/ [ - - 10 = O
010 DFS-Visit cria uma arvore DFS
O c X com raizem u
D10 SLA > 0



T

E agora como criar a floresta?

~_

/
A > = = dCadll (JE 21 g€ OPDE O
= O = O
0 DFS-Visit cria uma arvore DFS
X com raizem u
A > 0
> (€ U 0 0 C C



first-search

DFS (V, A)

for each vertexuinV
color[u] « WHITE
nfu] « NIL

time « 0

>>inicializacao

foreach vertexuinV
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u)

=) O B 55 Y =

DFS-Visit(u)

1 color[u] « GRAY

2. time<time+1

3 d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u
5. if color[v] = WHITE
6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)
8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time




first-search

DFS (V, A)

1. for each vertexuinV >inicializacao
2. color[u] « WHITE

3. nfu] « NIL

4. time« 0

5. foreachvertexuinV

6. if color[u] = WHITE -
DFS-Visit(u)

1 color[u] « GRAY

2. time<time+1

3. d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u

5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
n[u] « NIL
time « 0
foreach vertexuinV
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) [> criar uma nova arvore a partir de u

=) O ) 55 29 =

DFS-Visit(u)

1. color[u] « GRAY

2. time<time+1

3 d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u
5. if color[v] = WHITE
6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)
8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL
time « 0
for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) [> criar uma nova arvore a partir de u

=) O 2l 5 8D =

DFS-Visit(u)

1 color[u] « GRAY

2. time<time+1

3 d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to™%
5. if color[v] = WHITE
6. then n[v] < u
7

8

9

1

u recebe um tempo de descoberta d[u] e

um tempo de término f[u] durante a
execuca de DFS-Visit(u)

DFS-Visit(v)
color[u] « BLACK
. time «time +1
0. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)

for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL

time « 0

for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u)

=) @ 2 55 Y =

Qual o tempo de execucao de DFS?

DFS-Visit(u)

1 color[u] « GRAY

2. time<time+1

3 d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u
5. if color[v] = WHITE
6. then n[v] < u
7

8

9

1

DFS-Visit(v)
color[u] « BLACK
. time «time +1
0. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
1. for each vertexuinV

2. color[u] « WHITE

3. nfu] « NIL

4. time« 0
5—foreachvertexvinvy———————————————
6. if color[u] = WHITE

7 then DFS-Visit(u) [> criar uma nova arvore a partir de u
DFS-Visit(u)

1 color[u] « GRAY

2. time<time+1

3 d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u

5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL
time « 0
for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) [> criar uma nova arvore a partir de u

=) @ 2 55 Y =

FS-Visit(u)

D

1. color{u] « GRAY Quantas vezes é chamado DFS-Visit para
2. Ume<time +1 cada vértice?

3. d[u] « time

4. for each vertex v adjacent to u
5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL
time « 0
for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) [> criar uma nova arvore a partir de u

=) @ 2 55 Y =

?_FS X;fc::[(lr])(_ GRAY DFS-Visit é chamado exatamente uma vez
2. time «time + 1 para cada vértice v, pois ele é executado
3. d[u] « time somente com vértices brancos.

4. for each vertex v adjacent to u

5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK

9. timeetime+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL
time « 0
for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) > criar U

=) @ 2 55 Y =

DFS-Visit(u)

1. color[u] « GRAY O tempo gasto na varredura total
2. timee«time+1 das listas de adjacéncias é:

3. d[u] « time

4.  for each vertex v adjacent to u B
5. if color[v] = WHITE

6. then n[v] < u

7 DFS-Visit(v)

8. color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time



first-search

DFS (V, A)
for each vertex u in V >inicializacao
colorfu] « WHITE
nfu] « NIL
time « 0
for each vertex u in V
if color[u] = WHITE
then DFS-Visit(u) > criar U

=) @ 2 55 Y =

DFS'V'ls"t(“) O tempo gasto na varredura total

% ,f.o orlu] « GRAY das listas de adjacéncias é: O(A)
Ime « time + 1

3 d[u] « time

4.  for each vertex v adjacent to u B

5. if color[v] = WHITE

6. then nfv] « u

7 DFS-Visit(v)

8 color[u] « BLACK

9. timee«time+1

10. f[u] « time
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O tempo total da busca em profundidade é

O(V+A)




— Arestas @
— Arestas @
— Arestas @

— Arestas ¢

a arvore
e retorno
e avanco
e cruzamento



0adS arestas

— Arestas da arvore: sao arestas que pertencem a
alguma das arvores DFS da floresta.

— Arestas de retorno
— Arestas de avanco
— Arestas de cruzamento




[ Arestas da arvore j
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das arest

— Arestas da arvore: sao arestas que pertencem a
alguma das arvores DFS da floresta.

— Arestas de retorno: arestas (u,v) que nao
pertencem a arvore DFS. Conectam um vértice
u com um ancestral v em uma arvore DFS. Self-
loops sao considerados arestas de retorno.

— Arestas de avanco
— Arestas de cruzamento



Arestas da arvore
Arestas de retorno

191



— Arestas da arvore: sao arestas que pertencem a
alguma das arvores DFS da floresta.

— Arestas de retorno: arestas (u,v) que nao

pertencem a arvore DFS. Conectam um vértice
u com um ancestral v em uma arvore DFS. Self-
loops sao considerados arestas de retorno.

— Arestas de avanco: arestas (u,v) que nao

pertencem a arvore DFS. Conectam um vértice
U a um descendente v em uma arvore DFS.

— Arestas de cruzamento
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Arestas da érvore
Arestas de retorno
Arestas de avanco
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— Arestas da arvore: sao arestas que pertencem a
alguma das arvores DFS da floresta.

— Arestas de retorno: arestas (u,v) que nao
pertencem a arvore DFS. Conectam um vértice
u com um ancestral v em uma arvore DFS. Self-
loops sao considerados arestas de retorno.

— Arestas de avanco: arestas (u,v) que nao
pertencem a arvore DFS. Conectam um vértice
u a um descendente v em uma arvore DFS.

— Arestas de cruzamento: Todas as outras
arestas.



Arestas da arvore
Arestas de retorno
Arestas de avanco

Arestas de cruzamento

195

08/10/11



as arestas

Arestas da arvore

Arestas de retorno

Arestas de avanco
Arestas de cruzamento
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Podem as arestas de uma

arvore formar ciclos?
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as arestas

Arestas da arvore

Arestas de retorno

Arestas de avanco
Arestas de cruzamento
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Podem as arestas de uma
arvore formar ciclos? Nao
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das arestas

Arestas da arvore

Arestas de retorno O que significa que existam

Arestas de avango aresta de retorno?
Arestas de cruzamento
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das arestas

- O algoritmo DFS pode ser modificado para
classificar arestas a medida que as encontra.

— Cada aresta (u,v) pode ser classificada pela cor
do vértice v que é alcancado quando a aresta é
explorada. Sabemos que:

*Se v é branco, (u,v) € uma aresta da arvore
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Irst-search

vértice origem




descoberto?
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Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido




Irst-searc

vértice origem

\d f




Existe algum vértice adjacente
ao vértice que nao tenha sido
descoberto?
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Existe algum vértice adjacente
ao vértice? Sim, mas é cinza
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vértice origem
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\i O que significa isso? j
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linear de descendentes
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Observe que os vértices cinzas
sempre formam uma cadeia




um ancestral
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Assim, uma aresta que alcanca
outro vértice cinza, alcanca




Cinza-cinza indica uma aresta
de retorno
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das arestas

- O algoritmo DFS pode ser modificado para
classificar arestas a medida que as encontra.

— Cada aresta (u,v) pode ser classificada pela cor
do vértice v que é alcancado quando a aresta é
explorada. Sabemos que:

*Se v é branco, (u,v) € uma aresta da arvore
*Se v écinza, (uU,v) € uma aresta de retorno

*Se v é preto, (u,v) pode ser uma aresta de
avanco ou uma aresta de cruzamento



— O algoritmo DFS pode ser modificado para
classificar arestas a medida que as encontra.

— Cada aresta (u,v) pode ser classificada pela cor

do vértice v que é alcancado quando a aresta é
explorada. Sabemos que:

*Se v é branco, (u,v) € uma aresta da arvore
*Se v écinza, (uU,v) € uma aresta de retorno

*Se v é preto, (u,v) pode ser uma aresta de
avanco ou uma aresta de cruzamento.

Pesquisar como diferenciar uma aresta de
avanco e uma aresta de cruzamento?



Escrever o algoritmo para resolver o seguinte
problema.

Problema: Verificar se o grafo € aciclico



Escrever o algoritmo para resolver o seguinte
problema.

Problema: Determinar quantos componentes
conectados tem um grafo nao orientado.



Escrever o algoritmo para resolver o seguinte
problema.

Problema: Dado um grafo aciclico orientado,
executar a ordenacao topologica do grafo. Uma
ordenacao topoldgica é uma ordenacao linear
de todos os seus vértices, tal que se G contém
uma aresta (u,v), entao u aparece antes de v na
ordenacao.
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