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Cap 1 — Linguagens regulares

Automatos finitos

Nao determinismo
Expressoes regulares
Gramaticas regulares
Linguagens nao-reqgulares



Autdomatos finitos

* Necessidade de um modelo para entender (estudar)
um computador

 Varios modelos computacionais com diferentes
caracteristicas (e complexidades)

* O modelo mais simples:
— Maquina de estados finitos ou
— Automato de estados finitos ou
— Automato finito
— Finite State Automaton (FSA)



Autdomatos finitos

* O exemplo de um controlador de portas:

— Estados:
« Fechado / Aberto (Closed, Open)

— Sinais de entrada nos sensores:

* Frente, Atras, Ambos, Nenhum
(Front, Rear, Both, None)

— Requisitos:
« A porta deve abrir-se quando o sensor frontal
detectar uma pessoa querendo entrar;

* Quando a pessoa terminar de entrar, a porta
deve fechar-se;

« Por questéo de seguranca, ndo deve haver mudanca
de estado (Closed = Open ou Open - Closed) se
houver uma pessoa atras da porta.

Area Area
externa ] interna

Frente
Atras




Automatos finitos

* O exemplo de um controlador de portas:

— Tabela de transicao de estados:
input signal

state | NEITHER FRONT REAR BOTH Area | Area
CLOSED | CLOSED  OPEN CLOSED CLOSED  ©xternajinterna
OPEN CLOSED  OPEN  OPEN OPEN

Frente
Atras

— Diagrama de estados:

REAR
BOTH
NEITHER

NEITHER



Autdomatos finitos

* O exemplo de um controlador de portas:

— Se considerarmos que o controlador inicia no estado Fechado,
para cada série de sinais de entrada, a sequéncia de estados
do controlador sera unica:

— EX: para a série
F.R,N, F,B, N, R, N,
0 controlador passaria pela seguinte série de estados:
C (inicial), O, 0O, C, O, O, C, C, C.



Autdomatos finitos

e Autdmatos finitos sao mecanismos
RECONHECEDORES

— EX: como seria o0 automato para reconhecer strings
binarias que comecam e terminam com zero, podem
ter Os ou 1s no meio, com tamanho pelo menos 17

- 0, 00, 010, 000000, 0101110, ...



Automatos finitos

* Diagrama de estados
— EX: 0 que esse automato A3 reconhece?

Q

~ B

O



Automatos finitos

* Diagrama de estados
— EX: 0 que esse automato A3 reconhece?

lrx'f’ )
i
0

— Resp: Sequéncias binarias que terminam em 1



Automatos finitos

* A linguagem reconhecida por um automato € o

conjunto das cadeias (de simbolos de entrada) aceitas
pelo automato

e EX:

A3~ -

* L(A3) ={w | w e uma string binaria e termina em 1}



Automatos finitos

» Definicao formal:

Um autémato finito é uma S-upla (Q, %, 8, qo, F), onde

1. Q é um conjunto finito conhecido como os estados,
2. ¥ é um conjunto finito chamado o alfabeto,

3.0: Q x X—Q é afungao de tmnsigﬁ'o,l

4. qo € Q) € o estado inicial, e

5. F C Q é o conjunto de estados de aceitagﬁo.z



Automatos finitos

* Qual a definicao formal do automato A3?

lﬁ'f" ~

1
il

Um autdmato finito é uma S-upla (Q, 3,4, qo, F'), onde

1. () é um conjunto finito conhecido como os estados,
2. ¥ é um conjunto finito chamado o alfabeto,

3.0: Q x S—Q éafungio de transigio,!

4. qy € () € o estado inicial, ¢

5. F C Q € o conjunto de estados de aceitagiio.”



Automatos finitos
7 L(A3) = {fw | w € binaria e

A3 -0
. [
PN |
_ \ﬁ__j!@ termina com 1}
#]

* Que linguagem o automato abaixo reconhece?
(Apenas mudou o estado final)

A4 P o Il,.-r"-... 1
b 1 |1 LAY ={e}u{w|wéDbinariae
o T termina com 0}

L~ . - =5~ L(A3)



Automatos finitos

* Que linguagem esse automato reconhece?




Automatos finitos

* Que linguagem esse automato reconhece?

b " \ a |‘ |
l| )a | ‘lb
b \ e
( g2 ) | T2 ) __)
e S

« Resp: Cadelas que comecem e terminem com 0 mesmo
simbolo



Projetando automatos

Pense que vocé é um automato
A cadeia de entrada pode ser arbitrariamente grande
Sua memoria é finita (0 numero de estados é finito)

A transicao se da dados o estado atual e o proximo
simbolo de entrada

Vocé recebe um simbolo por vez, e nao sabe quando a
cadela val acabar (vocé precisa ter sempre uma
“resposta corrente”)



Exercicio

* Projete um automato (diagrama de estados) que, dado
2 ={0,1,2,<RESET>}, aceita a cadeia de entrada se a

soma dos numeros modulo 3 for igual a O (ou seja, se

a soma for um multiplo de 3).
<RESET> zera o contador

- Az ={wywy .. wy|w; € {0,1,2}, (X}-;w;) mod 3 = 0}



Exercicio - solucao




Autdomatos finitos

« Pode ser mais conveniente projetar o automato usando
a definicao formal ao invés do diagrama de estados

— EX: generalizacado do autdmato anterior para aceitar somas
multiplas de i:
- A; = {W1W2 ...Wn|Wj € {0,1,..,i — 1}, (Z}Lle) modi = 0}



Automatos finitos

« Pode ser mais conveniente projetar o automato usando
a definicao formal ao invés do diagrama de estados

— EX: generalizacado do autdmato anterior para aceitar somas
multiplas de i:

- A; = {W1W2 ...Wn|Wj € {0,1,..,i — 1}, (Z}Lle) modi = 0}

We describe the machine B; formally as follows: B; = (Q;, X, d:, g0, {q0}),
where Q; is the set of ¢ states {qo, 1,92, -..,qi-1}, and we design the transi-
tion function §; so that for each j, if B; is in ¢;, the running sum is j, modulo s.
For each ¢; let

0i(g;,0) = g,

0i(q;,1) = q, where k = j + 1 modulo 1,
i(q,2) = gk, where k = j + 2 modulo 7, and
5:(gj, (RESET)) = go.



Definicao formal de computacao

- N W w— w———

te
Seja M = (Q, %, 6,q0, ") um autdémato finito e suponha que w = wiwz - -+ Wn
é um membro do alfabeto . Entdo M aceita w se

seja uma cadeia onde cada w;
., Ty, em @ com trés condigoes:

existe uma seqiiéncia de estados ro, 71, - -

1. o = 4o,
2 5(7"%',102'_*_1) = Ti+1, paraz' = 0, g g T = 1, €
3.1, € F.



Linguagem Regular

Uma linguagem é chamada linguagem regular
se algum automato finito a reconhece

Vamos ver suas propriedades

— Saber se uma linguagem € regular ou nao para
sabermos se podemos ou nao implementar um
automato finito que a reconheca



Operacoes regulares

Sejam A e B linguagens. Definimos as operagdes regulares unido,
concatenagio ¢ estrela da seguinte forma.

* Unido: AUB = {z|z € Aouz € B}.
* Concatenacio: Ao B ={zy|z € Aey € B}.
o Estrela: A* = {x125... 2|k > Oecadaz; € A}.



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB =



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB = {legal,ruim, garoto, garota}



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB = {legal,ruim, garoto, garota}

Aw H =



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB = {legal,ruim, garoto, garota}

Ao B = {legalgaroto,legalgarota, ruimgaroto, ruimgarota}



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB = {legal,ruim, garoto, garota}

Ao B = {legalgaroto,legalgarota, ruimgaroto, ruimgarota}

A=



Operacoes regulares

Suponha que o alfabeto ¥ seja o alfabeto padrao de 26 letras {a,b, ...,z}. Se
A = {legal,ruim} e B = {garoto, garota}, entdo

AUB = {legal,ruim, garoto, garota}
Ao B = {legalgaroto,legalgarota, ruimgaroto, ruimgarota}

A* = {e,1legal, ruim legallegal,legalruim, ruimlegal, ruimruim,
legallegallegal, legallegalruim, legalruimlegal,
legalruimruim,... }.



Fechamento sob uniao

TEOREMA ].25 .........................................................................................................................

A classe de linguagens regulares é fechada sob a operacio de uniio.

Em outras palavras, se A; e A, sio linguagens regulares, o0 mesmo acontece com
Al U AQ.



Fechamento sob uniao

Prova:
— sugestoes?



Fechamento sob uniao

* Prova:
— sugestoes?

— construimos um autdmato M que simule ao mesmo tempo M1
e M2



Fechamento sob uniao - Prova

Suponha que M; reconhega A, onde My = (Q)1,%,01,q1, F1), e que
M> reconhecga Ay, onde Ms = (5, X, §s, qo, F).

Construa M para reconhecer A; U As, onde M = (Q, X, 9, qo, F).



Fechamento sob uniao - Prova

§$uponha que M; reconheca A;, onde M; = (Q1,%,d1,q1, F1), € que
M> reconhecga Ay, onde Ms = (5, X, §s, qo, F).

Construa M para reconhecer A; U As, onde M = (Q, X, 9, qo, ).
L Q — {(7‘1,7’2)' i Ql and Ty € Qz}

Esse conjunto é o produto cartesiano dos conjuntos ()1 e ()2 e € escrito
Q; x (». Trata-se do conjunto de todos os pares de estados, sendo o pri-

meiro de @1 e o segundo de Q2.



Fechamento sob uniao - Prova

Suponha que M; reconhega Ay, onde My = (Q1,%,481,q1, F1), e que
M, reconheca As, onde Ms = (Q5, X, §s, qo, F).

Construa M para reconhecer A; U Ay, onde M = (Q, X, 0, qo, ).
L. ()= {(7‘1,7’2)' r1 € Q1 and 7o € Qz}

Esse conjunto é o produto cartesiano dos conjuntos ()1 e ()2 e € escrito
Q; x (». Trata-se do conjunto de todos os pares de estados, sendo o pri-

meiro de @1 e o segundo de Q2.

2. ¥, o alfabeto, é o mesmo em M; e M>. Neste teorema e em todos os teore-
mas similares subseqiientes, assumimos por simplicidade que ambas M, e
M, tém o mesmo alfabeto de entrada . O teorema permanece verdadeiro
se elas tiverem alfabetos diferentes, ¥ e ¥5. Ai entio modificariamos a
prova para tornar % = ¥ Ll X,



Fechamento sob uniao - Prova

3.6, a funcio de transi¢io, é definida da seguinte maneira. Para cada
(r1,72) € Q ecadaa € I, faca

5((r1,m2),a) = (6:1(r1,a),da2(ra,a)).

Logo, § obtém um estado de M (que na realidade é um par de estados de
M, e M), juntamente com um simbolo de entrada, e retorna o proximo
estado de M.



Fechamento sob uniao - Prova

3.6, a funcio de transi¢io, é definida da seguinte maneira. Para cada
(r1,72) € Q ecadaa € I, faca

5((r1,m2),a) = (61(r1,a),d2(ra,a)).

Logo, 8 obtém um estado de M (que na realidade € um par de estados de
M; e M), juntamente com um simbolo de entrada, e retorna o proximo
estado de M.

4. qo é o par (q1,q2).



Fechamento sob uniao - Prova

3.6, a funcio de transi¢io, é definida da seguinte maneira. Para cada
(r1,72) € Q ecadaa € I, faca

5((r1,r2),a) = ((51(r1,a),52(r2,a)).

Logo, 8 obtém um estado de M (que na realidade € um par de estados de
M; e M), juntamente com um simbolo de entrada, e retorna o proximo

estado de M.

4. qo é o par (q1,q2).

5. F é o conjunto de pares nos quais um dos membros ¢ um estado de
aceitacio de M; ou M,. Podemos escrevé-lo como

F = {(r1,r2)|r1 € Fyours € Fp}.

Essa exp'ressﬁo é a mesma que I' = (F7 x (2) U (Q1 X Fy),



Fechamento sob uniao - Prova

3.6, a funcio de transi¢io, é definida da seguinte maneira. Para cada
(r1,72) € Q ecadaa € I, faca

5((r1,r2),a) = ((51(r1,a),52(r2,a)).

Logo, 8 obtém um estado de M (que na realidade € um par de estados de
M; e M), juntamente com um simbolo de entrada, e retorna o proximo

estado de M.
E se fosse “e”?

4. qo é o par (q1,q2).

5. F é o conjunto de pares nos quais um dos fhembros ¢ um estado de
aceitacio de M; ou M,. Podemos escrevé-lo domo

F = {(r1,r2)|r1 € Fyours € Fa}.

Essa exp'ressﬁo é a mesma que I' = (F7 x (2) U (Q1 X Fy),



Fechamento sob uniao - Prova

3.6, a funcio de transi¢io, é definida da seguinte maneira. Para cada
(r1,72) € Q ecadaa € I, faca

5((r1,r2),a) = ((51(r1,a),52(r2,a)).

Logo, 8 obtém um estado de M (que na realidade € um par de estados de
M; e M), juntamente com um simbolo de entrada, e retorna o proximo

estado de M.
E se fosse “e”?

4. qo é 0 par (q1,q2). Interseccgao!

5. F é o conjunto de pares nos quais um dos fhembros ¢ um estado de
aceitacio de M; ou M,. Podemos escrevé-lo domo

F = {(r1,r2)|r1 € Fyours € Fa}.

Essa exp'ressﬁo é a mesma que I' = (F7 x (2) U (Q1 X Fy),



Fechamento sob concatenacao

O que acham?



Fechamento sob concatenacao

* O que acham?

TEOREMA 1.26 ........................................................................................................................ -

A classe de linguagens regulares é fechada sob a operacio de concatenacio.

Em outras palavras, se 4; e A, sdo linguagens regulares, entdo o mesmo acon-
tece com A; o A,.



Fechamento sob concatenacao

* O que acham?

TEOREMA 1.26 ........................................................................................................................ -

A classe de linguagens regulares é fechada sob a operacio de concatenacio.

Em outras palavras, se 4; e A, sdo linguagens regulares, entdo o mesmo acon-
tece com A; o A,.

®Prova?



Fechamento sob concatenacao

O que acham?

TEOREMA 1‘26 ........................................................................................................................ -

A classe de linguagens regulares é fechada sob a operacio de concatenacio.

Em outras palavras, se A; e A, sdo linguagens regulares, entdo 0 mesmo acon-
tece com A; o A,.

®Prova? Precisamos do concelto de nao-determinismo



Automatos Finitos Deterministicos
(AFD)

« Dado um estado atual e um simbolo de entrada
sabemos exatamente para onde ir (esta determinado)

Um autdmato finito é uma S-upla (Q, %, 4, qo, F'), onde

,-"'_'““-.I: - —x: 1. () é um conjunto finito conhecido como os estados,

| 1 ﬂ/L__ 2. ¥ é um conjunto finito chamado o alfabeto,
N 'G\ 3, 4] % Z——)Qéaﬁmgéiodetmmigdo,l
TG W 4w e Qéoestado inicial,

0 5. F C Q é o conjunto de estados de aceitagiio.”



Automatos Finitos
Nao Deterministicos (AFN)

« Um estado pode ter O ou mais transicoes (setas
saindo) para cada simbolo de 2

 Um estado pode ter setas rotuladas por €

0,1 051
1 ,




Automatos Finitos
Nao Deterministicos (AFN)

- 0,1
1 &
D@

Um automato finito nio-deterministico é uma S-upla (Q, X, 6, o, F),
onde

1. Q é um conjunto finito de estados,

2. ¥ é um alfabeto finito,

3.6: Q x T.—P(Q) é a fungio de transigao,
4. qo € @ é o estado inicial, e

5. F C Q é o conjunto de estados de aceitagao.



Automatos Finitos
Nao Deterministicos (AFN)

0,1 0’1
1 ,

1. Q = {q1,92,q3: 94},
2. & =1{0,1},

3. § € dado como 0 1 &

q1 {(h} {QI-; (Iz} 0
g2 {Q3} w {Q3} 9
q3 0 {94} 0
qs | {94} {ga} 0

4. q, é o estado inicial, e
5. F = {q4}-



Funcionamento de um AFN

« Sempre gue o autOmato se depara com um nao-
determinismo (simbolo repetido ou €) faz uma copia de
Si e cada coOpia segue com uma alternativa, em
paralelo.

e Se uma copia aceitar a cadeia, entdo o AFN aceita a
cadela



Funcionamento de um AFN

« Diferenca entre computacdes deterministicas e nao-
deterministicas:

Deterministic Nondeterministic
computation computation

e Start ( 1

| Ay
’ ( N
.f 3

( )

* accept or reject * accept

e e e e e



0,




AFDs e AFNSs

Quem reconhece mais linguagens?



AFDs e AFNs

Quem reconhece mais linguagens?

Os dois reconhecem a mesma classe de
linguagens



Equivaléncia entre AFDs e AFNs

« Duas maguinas sao equivalentes se elas reconhecem
a mesma linguagem

TEOREMA 1039 -------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Todo autdomato finito nio-deterministico tem um automato finito deterministico
equivalente.



Equivaléncia entre AFDs e AFNs

Prova: um estado para cada subconjunto

Primeiro vamos desconsiderar setas ¢



PROVA Seja N = (), 2,9,q0,F) o AFN que reconhece alguma linguagem
A. Construimos um AFD M = (Q', %, 48, g0, F') que reconhece A. Antes de
realizar a constru¢io completa, vamos primeiro considerar o caso mais facil no
qual N nio tem setas €. Mais adiante levamos as setas € em consideragao.

1.6 =P(R).
Todo estado de M é um conjunto de estados de N. Lembre-se de que
P(Q) € o conjunto de subconjuntos de Q).

2. ParaRe Q' ea € Lsejad'(R,a) = {q € Q|q € 6(r,a) paraalgum r € It}.
Se R é um estado de M, é também um conjunto de estados de V. Quando
M 1& um simbolo @ no estado R, ele mostra para onde a leva cada estado em
R. Dado que cada estado pode ir para um conjunto de estados, tomamos a
unido de todos esses conjuntos. Outra maneira de escrever essa expressao e

§'(R,a) = | 6(r,a). *

rchR

3: = {QO}-

M comeca no estado correspondente i colegio contendo somente o estado
inicial de N.

- -



4. F' = {R € Q'| R contém um estado de aceitagio de N }.
A miquina M aceita se um dos possiveis estados nos quais [V poderia estar
nesse ponto € um estado de aceitagao.



« Agora considerando setas ¢:

E(R) = {q| q pode ser atingido a partir de R

viajando-se ao longo de 0 ou mais setas € }.

§'(R,a) = {q € Q| q € E(6(r,a)) paraalgum r € R}.

%" = E({q})



Equivaléncia entre AFDs e AFNs

« Exemplo:
Converter o AFN abaixo em um AFD equivalente




Equivaléncia entre AFDs e AFNs

« Exemplo (cont):
AFD resultante:

— Note que o estado {1,2} é inacessivel.



Equivaléncia entre AFDs e AFNs

« Corolario 1.40:
Uma linguagem é regular se e somente se algum
autdOmato finito nao-deterministico a reconhece.



AFDs e AFNs

« Por que o teorema de equivaléncia e importante?

— Pode-se optar por um outro dependendo do objetivo
* AFDs sao mais eficientes
* AFNs podem:
— ser mais faceis de serem projetados
— facilitar demonstracao de teoremas
— ser Uteis em versodes probabilisticas



Fechamento sob operacoes regulares

 Teorema 1.45:
A classe de linguagens regulares é fechada sob a

operacao uniao.
— |ldeia da prova: Suponha que temos duas linguagens
regulares A, e A,. Queremos provar que A; U A, € regular. A

iIdeia é tomar os dois AFNs, N; para A, e N, para 4,, e
combina-los em um novo AFN N que reconhece A; U A,.



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.45:

Nl:@@\ | :O©\
08© 08©
| =
-0 0O -0 O
O @ O ©
%© LOo@




Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.45:
— Dem:

Let Ny = (@Q1,%,91,q1, F1) recognize A, and
Ny = (Q2, X, 02, qo, F5) recognize As.

Construct N = (@, %, 9, qo. F') to recognize A; U As.
1. Q ={q}UQ1UQ-.

The states of IV are all the states of N7 and N5, with the addition of a new
start state qpg.

2. The state qq is the start state of V.

3. The accept states F' = F; U Fa.
The accept states of NV are all the accept states of N1 and Ny. That way N

accepts if either N accepts or Ny accepts.



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.45:
— Dem (cont):

4. Define § so that for any ¢ € @) and any a € X,

0(q,a) =

51 (Q'J Cb)
52(‘?3 ﬂ)

{QlaQQ}
0

q € G
q € Qo
g=qgoand a = ¢
g = qo and a # €.



Fechamento sob operacoes regulares

* Teorema 1.47:
A classe de linguagens regulares é fechada sob a

operacao concatenacao.

— |ldeia da prova: Suponha que temos duas linguagens
regulares A; e A,. Queremos provar que A, o A, é regular. A
iIdeia é tomar os dois AFNs, N; para A, e N, para 4,, e
combina-los em um novo AFN N que reconhece A, ¢ A,.



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema l.47/:

N, No
- N ~N
—() © O -() O O ©
O O
N ©) © © ©j
N
4 I
4 ™\ 4 N\
o Oe ©
+O ° OFe=0 oo o
N O'j \ © Y,




Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema l.47/:
— Dem:

Let Ny = (Q1,%,61,q1, F1) recognize A;, and
Ny = (Q2, %, 02, q2, F) recognize As.

Construct N = (Q, X, 6, q1, F>) to recognize A; o As.

1. Q = Q1 UQ,.

The states of NV are all the states of N; and Ns.
2. The state g; is the same as the start state of V.

3. The accept states F; are the same as the accept states of N.



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.47:
— Dem (cont):

4. Define 0 so that for any ¢ € @ and any a € X,

6(q,a)

01(q, a
01(q, a
01(q,a
da(q, a

)
)
) U {g2}
)

q € Qrand q € F1
g€ Fianda # ¢
ge Fianda = ¢

q € Q2.



Fechamento sob operacoes regulares

 Teorema 1.49:
A classe de linguagens regulares é fechada sob a
operacao estrela.
— |ldeia da prova: Suponha que temos uma linguagem regular
A;. Queremos provar que A,  é regular. A ideia é tomar o AFN

N, para A4, e construir, a partir dele, um novo AFN N que
reconhece A, .



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.49:

N ~
Ny~ ©\ / e\
@ € ‘,:E g
—>O Oo © . O @
. / \_ °©




Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.49:
— Dem:

PROOF Let N; = (Q1,%,01,q1, F1) recognize A;.
Construct N = (Q, %, 4, qo, F') to recognize A7.

1. Q@ = {q} U Q.
The states of N are the states of N; plus a new start state.

2. The state g is the new start state.

3. F = {QU} UFl.
The accept states are the old accept states plus the new start state.



Fechamento sob operacoes regulares

e Teorema 1.49:
— Dem (cont):

4. Define ¢ so that for any ¢ € Q and any a € %,

(81(g.a) g € Qi1and g ¢ Fi
01(q,a) g€ Fianda # ¢
0(q,a) = ¢ 01(g,a) U{q1} q€ Franda=c¢
{q:} g=qoanda=¢
1y g = qo and a # €.

\



Expressoes regulares

« ExpressoOes aritmeticas (operadores +, —,X,+, etc): ex:
(5+3) x4
— Operadores: nimeros

— Resultado: numero
* No exemplo acima, (5 + 3) x 4 = 32

* Expressoes regulares (com operadores U,o,*): ex:
(0uU 1)0*
— Operadores: linguagens

— Resultado: linguagem

* No exemplo acima, (0 U 1)0* = {strings que comecam com 0 ou 1 seguido
por qualquer numero de zeros}



Expressoes regulares

* Interpretando a expressao regular (0 U 1)0*:
— Simbolos 0 e 1 representam as linguagens {0} e {1}
- (0U 1) = ({0}u{1}) = {01}
— 0" = {0}*= {&€} U {strings contendo qualquer nimero de 0's}

— (OU1D0*=(0U1)o0*=1{0,1}o{0}* = {strings que comecam
com 0 ou 1 seguido por qualquer numero de zeros}

— Obs: operador de concatenacao € usualmente implicito

* Aplicacdes tipicas de expressoes regulares em
computacao:
— Busca de sequéncias gque satisfazem certos padroes

— Utilitarios AWK e GREP em sistemas Linux; linguagem PERL
e editores de texto



Expressoes regulares

* Outro exemplo:
(0 U 1)* = {todas as strings possiveis (inclusive vazias)de 0’'s e 1's}
— Se ¥ = {0,1}, entdao podemos escrever ¥ como uma
abreviacdo de Simbolos 0 e 1 representam as linguagens {0}
e{l1}. (Ou1)
— De forma mais geral, se £ é um alfabeto:

« A expressao regular X descreve a linguagem de todas as strings de
tamanho 1 sobre esse alfabeto;

« A expressao regular X* descreve a linguagem de todas as strings sobre
esse alfabeto.

— Outros exemplos:
e ¥*1 € alinguagem de todas as strings que terminam em 1

e (0Z*) U (2*1) consiste de todas as strings que comecam com O ou
terminam com 1



Expressoes regulares

» Definicao 1.52:
Say that R is a regular expression if R is

1. a for some a in the alphabet ¥,
2. ¢,

3. 0,

4. (R U Rs), where Ry and Ry are regular expressions,
5. (

. (Ry o Ry), where Ry and R, are regular expressions, or
6. (R7), where R; is a regular expression.

In items 1 and 2, the regular expressions a and € represent the
languages {a} and {e}, respectively. In item 3, the regular expres-
sion () represents the empty language. In items 4, 5, and 6, the
expressions represent the languages obtained by taking the union
or concatenation of the languages R; and R,, or the star of the
language R, respectively.



Expressoes regulares

 Definicao acima é indutiva:
— Define-se expressoes regulares em termos de expressoes
regulares menores
* Observacoes:

— Precedéncia de operadores:
 Estrela (*), Concatenacao (o), Uniao (V)

- R é uma abreviacdo para RR™
« Ou seja, Rt denota a concatenacédo de 1 ou mais palavras de R
 Analogamente, R* representa a concatenacdo de k palavras de R

— Quando queremos distinguir entre a expressao regularR e a

linguagem por ela representada, denotamos L(R) a linguagem
de R



Expressoes regulares

« Exemplos:

. 010" = {w| w contains a single 1}.
. X*1Y* = {w| w has at least one 1}.
. X*001¥* = {w| w contains the string 001 as a substring}.

1*(01*)* = {w| every 0 in w is followed by at least one 1}.
(£X)* = {w| wis a string of even length}.’

. (ZXE)* = {w] the length of w is a multiple of three}.
. 01U 10 = {01, 10}.
. 0X*0U1¥*1 U0 U1 = {w| w starts and ends with the same symbol}.

YThe length of a string is the number of symbols that it contains.



Expressoes regulares

« Exemplos:

9. (OUE)1* = 01* U 1*.
The expression 0 U € describes the language {0, e}, so the concatenation
operation adds either O or € before every string in 1~.

10. (OUe)(1Ue) ={e,0,1,01}.
11. 1*0 = 0.
Concatenating the empty set to any set yields the empty set.
12. 0 = {e}.
The star operation puts together any number of strings from the language

to get a string in the result. If the language is empty, the star operation can
put together O strings, giving only the empty string.



Expressoes regulares

* |dentidades importantes:

RUD=R.
Adding the empty language to any other language will not change it.

Roe=R.
Joining the empty string to any string will not change it.

» Atencao:

R U € may not equal R.
For example, if R = 0, then L(R) = {0} but L(RUe) = {0, e}.

R o () may not equal R.
For example, if R = 0, then L(R) = {0} but L(R o () = 0.



Expressoes regulares

« Exemplo de expressoes regulares em compilacao:

— Objetos elementares em uma linguagem de programacao,
denominados tokens, tais como nomes de variaveis e
constantes, podem ser descritas com expressoes regulares

— Por exemplo, uma constante numérica que pode incluir uma

parte fracional e/ou um sinal pode ser descrita como um
membro da linguagem

(+U-Ue) (D*UD*.D*UD*.D")
where D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

« Exemplos: 72; 3.14159; +7;—-.01



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

* Expressoes regulares e automatos finitos sao
equivalentes em seu poder descritivo

— EXxpressoOes regulares podem ser convertidas em automatos
finitos e vice-versa

T H Eo R E M l " 54 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------
A language is regular if and only if some regular expression describes it.

« Este teorema tem duas direcoes;

— Pode-se enunciar e provar cada direcao como um lema
separado



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA Y.858 s ssssssnessess e sensnsens

If a language is described by a regular expression, then it is regular.

— |delia da demonstracao:
« Digamos que temos uma expressao regular R descrevendo uma
linguagem A.
« Mostramos como converter R em um AFN (NFA, em inglés) que
reconhece A.

« Como A possui um AFN que a reconhece, entdo A é regular.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA 1.55 -------------------------------------------------------------------------------------------------------

If a language is described by a regular expression, then it is regular.

PROOF Let’s convert R into an NFA N. We consider the six cases in the
formal definition of regular expressions.

1. R = a for some a in 3. Then L(R) = {a}, and the following NFA

recognizes L(R).

Note that this machine fits the definition of an NFA but not that of
a DFA because it has some states with no exiting arrow for each possible
input symbol. Of course, we could have presented an equivalent DFA here
but an NFA is all we need for now, and it is easier to describe.

Formally, N = ({q1,¢2}, £, 8, ¢1, {q2}), where we describe § by saying
that §(q1,a) = {g2} and that §(r, b) = 0 for r # ¢; or b # a.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA ].55 .......................................................................................................

If a language is described by a regular expression, then it is regular.

2. R =¢€. Then L(R) = {€}, and the following NFA recognizes L(R).

@

Formally, N = ({¢:1},%,6,q1, {ql}), where (7, b) = ) for any r and b.
3. R=1{. Then L(R) = (), and the following NFA recognizes L(R).

O

Formally, N = ({¢}.%.4,¢,0), where 6(r,b) = 0 for any 7 and b.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA ].55 .......................................................................................................

If a language is described by a regular expression, then it is regular.

4. R = Ry U Rs.
5.R=R10R2.
6. R = R;.

For the last three cases we use the constructions given in the proofs that the
class of regular languages is closed under the regular operations. In other words,
we construct the NFA for R from the NFAs for R; and R, (or just R; in case 6)
and the appropriate closure construction.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Ex: Converter (ab U a)* em um AFN:

a

b

ab

abUa

(abUa)*




Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA 1.60 .......................................................................................................

I a language is regular, then it is described by a regular expression.

— |delia da demonstracao:

« Queremos mostra que, se uma linguagem A é regular, entdo uma
expressao regular a descreve.

« Como A é regular, ele é reconhecida por um AFD (DFA, em inglés).

« Descrevemos um procedimento para converter AFDs em expressoes
regulares equivalentes.

* Procedimento em duas partes:

— Convertemos o0 AFD em um autdmato finito nao-deterministico
generalizado (AFNG em portugués; GNFA em inglés)

— Convertemos o0 AFNG em uma expressao regular



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

LEMMA 1.60 .......................................................................................................

If a language is regular, then it is described by a regular expression.

« Automato finito ndo-deterministico generalizado

— AFN cujas transicoes sao rotuladas por expressoes regulares,
ao inves de simbolos do alfabeto
* AFNG I€é blocos de simbolos da fita, ndo necessariamente um de cada
vez como ocorre com os AFNSs;
 Se uma transi¢ao de um estado p; para o estado p; é rotulada por uma
expressao regular R, entao essa transicao ocorre lendo-se um bloco de
simbolos da entrada que constituam uma string descrita por R.

« Um AFNG aceita uma entrada se sua computacao puder resultar em um
estado de aceitacao ao final da leitura.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Automato finito nado-deterministico generalizado

ab*™



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Automato finito nado-deterministico generalizado

— Condicoes:
« Estado inicial possui setas de transicdes saindo para todos os demais

estados, mas n&o possui setas de transicoes chegando de nenhum
estado

« Ha apenas um unico estado de aceitacao, que possui setas chegando de
todos 0os demais estados mas nao setas saindo para outros estados

« EXxceto para os estados inicial e de aceitacao, existe sempre uma seta
saindo de todo estado para os demais estados, e também uma seta de
cada estado para si mesmo.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Conversao do AFNG para uma expressao reqgular

— Suponha que o0 AFNG tenha k estados. Como ele possui um
estado Inicial e um de aceitacao distintos, sabemos que k = 2;

— Se k > 2, construimos um AFNG equivalente com k — 1
estados; este passo é repetido até ser reduzido a apenas 2
estados.

— Quando k = 2, o AFNG possui uma Unica aresta do estado
Inicial para o estado de aceitacao. O rotulo dessa aresta € a

expressao regular equivalente.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

— Representacao grafica da conversao de um AFD inicial (com 3
estados) para a expressao regular equivalente:

3-state —y J-state | _ > 4-state
DFA GNFA GNFA

v

2-state 3-state
GNFA [$— GNFA

regular
expression




Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

— Eliminacao de um estado intermediario do AFNG:

o )R B () U (R
R3 E

before after

We make this change for each arrow going from any state g; to any state ¢;,
including the case where ¢; = ¢;. The new machine recognizes the original

language.



Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Exemplo:

b b
@
(a) (b)




Equivaléncia entre expressoes
regulares e automatos finitos

« Exemplo:

(d)



Linguagens nao-regulares

. Alinguagem B ={0"1" | n>=0} é regular?
- Notacdo: a" = simbolo a repetido n vezes

. Como provar que uma linguagem nao pode ser
reconhecida por um automato finito?



Linguagens nao-regulares

TEOREMA 1.70 .........................................................................................................................

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entido existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s = xyz, satisfazendo as seguintes condigoes:

1. para cadai > 0, zy'z € A,
2. ly| >0,e
3. |zy| < p.



Linguagens nao-regulares

 |deia da prova:
— Usamos p = numero de estados do AFD M que reconhece A
— Considere uma cadeia s € A de tamanho n = p;

— Como n = p, entdao a computacédo de M sobre s repetira algum estado;
tomemos o 1° estado repetido (g9 N0 exemplo abaixo)

— Entao, s pode ser dividida em 3 subcadeias, s = xyz, onde:
« subcadeia x leva M do estado inicial até qq9 (Jx| = 0)
» subcadeia y leva M do estado qq B
até si mesmo (|y| > 0) 5= 781 TSQ TSSTSKITSSTSGT TSHT
« subcadeia z leva M do estado qq 9 93 920 @9 D7 @) e 435 913
até um estado final (|z| = 0) M N

— Note que qualquer cadeia xy'z,i > 0, v
leva M do estado inicial até o estado :
final, e portanto pertence a A !

— Finalmente, |xy| < p, pois senao outro o

estado que n&o o qq teria sido repetido b
antes (absurdo, pois assumimos que

qo foi 0 primeiro a repetir).




Linguagens nao-regulares

PROVA Seja M = (Q,%,d,q1, F) um AFD que reconhece A e p o nimero de
estados de M. | |
Seja s = s152- - Sp UMA cadeia em A de comprimento n, onde n > p. Seja
i, ... Tne1 a seqiiéncia de estados nos quais M passa enquanto processa s, de
forma que rit1 = 0(ri, s;) para 1 < i < n. Essa seqiiéncia tem comprimento

n+ 1, que € pelo menos p + 1. Entre os primeiros p + 1 elementos da seqiiéncia,
dois devem ser o mesmo estado, pelo principio da casa de pombos. Chamamos
o primeiro desses de r; e o segundo de ;. Como 7; ocorre entre as primeiras
p + 1 posicdes da seqiiéncia comecando em r;, temos que / < p + 1. Agora, seja
Tr=381"""8j-1,Yy=385"""81-1C2 =85 5n.

Como z leva M de ry parar;, y leva M de r; parar; e z leva M de r; para
rni1, que € um estado de aceitagio, M deve aceitar zy'z para i > 0. Sabemos
que j # [, e portanto |y| > 0; el < p+ 1, e logo |zy| < p. Dessa forma,
satisfizemos todas as condi¢des do lema do bombeamento.



Linguagens nao-regulares

EXEMPLO 'I .73 ..........................................................................................................................

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio € regular. A prova ¢ por contradigio.

Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0?17, Como
s ¢ um membro de B e tem comprimento maior que p, o lema do bombeamento
garante que s pode ser dividida em trés partes, s = zyz, onde para qualquer
i > 0 a cadeia zy'z estd em B. Consideramos trés casos para mostrar que esse

resultado é impossivel.

1. A cadeia y contém apenas 0s. Neste caso, a cadeia zyyz tem mais Os que
1s e, portanto, nio € um membro de B, violando a condi¢do 1 do lema do

bombeamento. Esse caso € uma contradigio.
2. A cadeia y contém somente 1s. Esse caso também da uma contradiggo.
3. A cadeia y contém ambos, Os e 1s. Nesse caso, a cadeia zyyz pode ter o

mesmo numero de Os e 1s, mas eles estarao fora de ordem, com alguns 1s
antes de 0s. Logo, ela nio € um membro de B, o que é uma contradigio.



Linguagens nao-regulares

EXEMPLO l .74 ..........................................................................................................................

Seja C' = {w|w tem numero igual de Os e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C' nio € regular. A prova é por contradicio.

QP 1P,
Se fizermos x e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0717, entdo zy'z sempre
terd um numero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.



Linguagens nao-regulares

EXEMPLO l .74 ..........................................................................................................................

Seja C' = {w|w tem numero igual de Os e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C' nio € regular. A prova é por contradicio.

QP 1P,
Se fizermos x e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0717, entdo zy'z sempre
terd um numero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.
Aqui a condigio 3 no lema do bombeamento ¢ wtil.
Se |z < p, entio y deve conter somente Os; logo, ryyz ¢ C.

Por conseguinte, s nao pode ser bombeada.



Linguagens nao-regulares

EXEMPLO l .74 ..........................................................................................................................

Seja C' = {w|w tem numero igual de Os e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C' nio € regular. A prova é por contradicio.

QP 1P,
Se fizermos x e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0717, entdo zy'z sempre
terd um numero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.
Aqui a condigio 3 no lema do bombeamento ¢ wtil.
Se |z < p, entio y deve conter somente Os; logo, ryyz ¢ C.

Por conseguinte, s nao pode ser bombeada.

Cuidado: s = (01)3_‘3 r =g, y“: Ole z = (Ol)p—l



Linguagens nao-regulares

EREMBPL O il T v itlaiin b rohine i bttt n e o it
E = {0"1]i > 5}
s = optlyp,
Condicao 3 =>y contém somente zeros

Xyyz ainda esta em E



Linguagens nao-regulares

EREMBPL O il T v itlaiin b rohine i bttt n e o it
E=H0' 19 >
s = 0PtT11P,
Condicao 3 =>y contém somente zeros
Xyyz ainda esta em E

Mas xy°z = xz nao esta

Nao esqueca gue vocé pode tentar bombear para baixo!



