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Cap 1 – Linguagens regulares 
 

• Autômatos finitos 

• Não determinismo 

• Expressões regulares 

• Gramáticas regulares 

• Linguagens não-regulares 



Autômatos finitos 

• Necessidade de um modelo para entender (estudar) 
um computador 

• Vários modelos computacionais com diferentes 
características (e complexidades) 

• O modelo mais simples: 

– Máquina de estados finitos ou 

– Autômato de estados finitos ou 

– Autômato finito 

– Finite State Automaton (FSA) 



Autômatos finitos 

• O exemplo de um controlador de portas: 

– Estados: 

• Fechado / Aberto (Closed, Open) 

– Sinais de entrada nos sensores: 

• Frente, Atrás, Ambos, Nenhum  

(Front, Rear, Both, None) 

– Requisitos: 

• A porta deve abrir-se quando o sensor frontal  

detectar uma pessoa querendo entrar; 

• Quando a pessoa terminar de entrar, a porta  

deve fechar-se; 

• Por questão de segurança, não deve haver mudança  

de estado (Closed  Open ou Open  Closed) se  

houver uma pessoa atrás da porta. 



Autômatos finitos 

• O exemplo de um controlador de portas: 

– Tabela de transição de estados: 

 

 

 

 

– Diagrama de estados: 



Autômatos finitos 

• O exemplo de um controlador de portas: 

– Se considerarmos que o controlador inicia no estado Fechado, 

para cada série de sinais de entrada, a sequência de estados 

do controlador será única: 

– Ex: para a série  

                 F, R, N,  F, B,  N, R, N,  

o controlador passaria pela seguinte série de estados: 

  C (inicial), O, O, C, O, O, C, C, C.   

       

 



Autômatos finitos 

• Autômatos finitos são mecanismos 
RECONHECEDORES 

– Ex: como seria o autômato para reconhecer strings 
binárias que começam e terminam com zero, podem 
ter 0s ou 1s no meio, com tamanho pelo menos 1? 

• 0, 00, 010, 000000, 0101110, ... 

 



Autômatos finitos 

• Diagrama de estados 

– Ex: o que esse autômato A3 reconhece? 

 

 

 

 

 

 



Autômatos finitos 

• Diagrama de estados 

– Ex: o que esse autômato A3 reconhece? 

 

 

 

 

 

 

– Resp: Sequências binárias que terminam em 1 



Autômatos finitos 

• A linguagem reconhecida por um autômato é o 
conjunto das cadeias (de símbolos de entrada) aceitas 
pelo autômato 

• Ex: 

 

 

 

 

 

 

• L(A3) = {w | w é uma string binária e termina em 1} 

A3 



Autômatos finitos 

• Definição formal: 



Autômatos finitos 

• Qual a definição formal do autômato A3? 



Autômatos finitos 

• Que linguagem o autômato abaixo reconhece?  
(Apenas mudou o estado final) 

L(A3) = {w | w é binária e 

   termina com 1} 

A3 

A4 
L(A4) = {} ∪ {w | w é binária e 

                           termina com 0} 

           = * – L(A3)   



Autômatos finitos 

• Que linguagem esse autômato reconhece? 



Autômatos finitos 

• Que linguagem esse autômato reconhece? 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Resp: Cadeias que comecem e terminem com o mesmo 
símbolo 

 



Projetando autômatos 

• Pense que você é um autômato 

• A cadeia de entrada pode ser arbitrariamente grande 

• Sua memória é finita (o número de estados é finito) 

• A transição se dá dados o estado atual e o próximo 
símbolo de entrada 

• Você recebe um símbolo por vez, e não sabe quando a 
cadeia vai acabar (você precisa ter sempre uma 
“resposta corrente”) 



Exercício 

• Projete um autômato (diagrama de estados) que, dado 
Σ = {0,1,2,<RESET>}, aceita a cadeia de entrada se a 
soma dos números módulo 3 for igual a 0 (ou seja, se 
a soma for um múltiplo de 3).  
<RESET> zera o contador 

– 𝐴3 = 𝑤1𝑤2…𝑤𝑛|𝑤𝑗 ∈ 0,1,2 ,  𝑤𝑗
𝑛
𝑗=1  mod 3 = 0  



Exercício - solução 



Autômatos finitos 

• Pode ser mais conveniente projetar o autômato usando 
a definição formal ao invés do diagrama de estados 

– Ex: generalização do autômato anterior para aceitar somas 

múltiplas de i: 

– 𝐴𝑖 = 𝑤1𝑤2…𝑤𝑛|𝑤𝑗 ∈ 0,1,… , 𝑖 − 1 ,  𝑤𝑗
𝑛
𝑗=1  mod 𝑖 = 0  



Autômatos finitos 

• Pode ser mais conveniente projetar o autômato usando 
a definição formal ao invés do diagrama de estados 

– Ex: generalização do autômato anterior para aceitar somas 

múltiplas de i: 

– 𝐴𝑖 = 𝑤1𝑤2…𝑤𝑛|𝑤𝑗 ∈ 0,1,… , 𝑖 − 1 ,  𝑤𝑗
𝑛
𝑗=1  mod 𝑖 = 0  



Definição formal de computação 



Linguagem Regular 

• Uma linguagem é chamada linguagem regular 
se algum autômato finito a reconhece 

 

• Vamos ver suas propriedades 

– Saber se uma linguagem é regular ou não para 
sabermos se podemos ou não implementar um 
autômato finito que a reconheça 



Operações regulares 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Operações regulares 

 



Fechamento sob união 



Fechamento sob união 

Prova: 

– sugestões? 

 



Fechamento sob união 

• Prova: 

– sugestões? 

– construímos um autômato M que simule ao mesmo tempo M1 

e M2 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 



Fechamento sob união - Prova 

 

E se fosse “e”? 

 



Fechamento sob união - Prova 

 

E se fosse “e”? 

Intersecção! 



Fechamento sob concatenação 

• O que acham? 



Fechamento sob concatenação 

• O que acham? 



Fechamento sob concatenação 

• O que acham? 

Prova? 



Fechamento sob concatenação 

• O que acham? 

Prova? Precisamos do conceito de não-determinismo 



Autômatos Finitos Determinísticos 
(AFD) 

• Dado um estado atual e um símbolo de entrada 
sabemos exatamente para onde ir (está determinado) 



Autômatos Finitos  
Não Determinísticos (AFN) 

• Um estado pode ter 0 ou mais transições (setas 
saindo) para cada símbolo de Σ 

• Um estado pode ter setas rotuladas por ε 



Autômatos Finitos  
Não Determinísticos (AFN) 



Autômatos Finitos  
Não Determinísticos (AFN) 



Funcionamento de um AFN 

• Sempre que o autômato se depara com um não-
determinismo (símbolo repetido ou ε) faz uma cópia de 
si e cada cópia segue com uma alternativa, em 
paralelo. 

• Se uma cópia aceitar a cadeia, então o AFN aceita a 
cadeia 



Funcionamento de um AFN 

• Diferença entre computações determinísticas e não-
determinísticas: 





AFDs e AFNs 

Quem reconhece mais linguagens? 

 

 



AFDs e AFNs 

Quem reconhece mais linguagens? 

 

Os dois reconhecem a mesma classe de 
linguagens 



Equivalência entre AFDs e AFNs 

• Duas máquinas são equivalentes se elas reconhecem 
a mesma linguagem 



Equivalência entre AFDs e AFNs 

Prova: um estado para cada subconjunto 

 

Primeiro vamos desconsiderar setas ε 







= 

• Agora considerando setas ε: 



Equivalência entre AFDs e AFNs 

• Exemplo: 
Converter o AFN abaixo em um AFD equivalente 
 



Equivalência entre AFDs e AFNs 

• Exemplo (cont): 
AFD resultante: 

 

 

 

 

 

 

 

 

– Note que o estado {1,2} é inacessível. 

 



Equivalência entre AFDs e AFNs 

• Corolário 1.40: 
Uma linguagem é regular se e somente se algum 
autômato finito não-determinístico a reconhece. 

 



AFDs e AFNs 

• Por que o teorema de equivalência é importante? 

– Pode-se optar por um outro dependendo do objetivo 

• AFDs são mais eficientes 

• AFNs podem: 

– ser mais fáceis de serem projetados 

– facilitar demonstração de teoremas 

– ser úteis em versões probabilísticas 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.45: 
A classe de linguagens regulares é fechada sob a 
operação união. 

– Ideia da prova: Suponha que temos duas linguagens 

regulares 𝐴1 e 𝐴2. Queremos provar que 𝐴1 ∪ 𝐴2 é regular. A 

ideia é tomar os dois AFNs, 𝑁1 para 𝐴1 e 𝑁2 para 𝐴2, e 

combiná-los em um novo AFN 𝑁 que reconhece 𝐴1 ∪ 𝐴2. 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.45: 
 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.45: 

– Dem: 

 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.45: 

– Dem (cont): 

 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.47: 
A classe de linguagens regulares é fechada sob a 
operação concatenação. 

– Ideia da prova: Suponha que temos duas linguagens 

regulares 𝐴1 e 𝐴2. Queremos provar que 𝐴1 ∘ 𝐴2 é regular. A 

ideia é tomar os dois AFNs, 𝑁1 para 𝐴1 e 𝑁2 para 𝐴2, e 

combiná-los em um novo AFN 𝑁 que reconhece 𝐴1 ∘ 𝐴2. 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.47: 
 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.47: 

– Dem: 

 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.47: 

– Dem (cont): 

 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.49: 
A classe de linguagens regulares é fechada sob a 
operação estrela. 

– Ideia da prova: Suponha que temos uma linguagem regular 

𝐴1. Queremos provar que 𝐴1
∗ é regular. A ideia é tomar o AFN 

𝑁1 para 𝐴1, e construir, a partir dele, um novo AFN 𝑁 que 

reconhece 𝐴1
∗. 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.49: 
 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.49: 

– Dem: 

 



Fechamento sob operações regulares 

• Teorema 1.49: 

– Dem (cont): 

 



Expressões regulares 

• Expressões aritméticas (operadores +,−,×,÷, etc): ex: 

(5 + 3) × 4 

– Operadores: números 

– Resultado: número 

• No exemplo acima, 5 + 3 × 4 = 32 

• Expressões regulares (com operadores ∪,∘,∗): ex: 

0 ∪ 1 0∗ 

– Operadores: linguagens 

– Resultado: linguagem 

• No exemplo acima, 0 ∪ 1 0∗ = {strings que começam com 0 ou 1 seguido 
por qualquer número de zeros} 

 



Expressões regulares 

• Interpretando a expressão regular 0 ∪ 1 0∗: 

–  Símbolos 0 e 1 representam as linguagens 0  e 1  

–  0 ∪ 1 = {0} ∪ {1} = {0,1} 

–  0∗ = {0}∗= {𝜀} ∪ {strings contendo qualquer número de 0′s} 

–  0 ∪ 1 0∗ = 0 ∪ 1 ∘ 0∗ = 0,1 ∘ 0 ∗  = {strings que começam 
com 0 ou 1 seguido por qualquer número de zeros} 

–  Obs: operador de concatenação é usualmente implícito 

 

• Aplicações típicas de expressões regulares em 
computação: 

– Busca de sequências que satisfazem certos padrões  

– Utilitários AWK e GREP em sistemas Linux; linguagem PERL 

e editores de texto 

 



Expressões regulares 

• Outro exemplo:  

0 ∪ 1 ∗ = {todas as strings possíveis inclusive vazias de 0′s e 1′s} 

– Se Σ = {0,1}, então podemos escrever Σ como uma 

abreviação de Símbolos 0 e 1 representam as linguagens 0  

e 1 . 0 ∪ 1  

– De forma mais geral, se Σ é um alfabeto: 

• A expressão regular Σ descreve a linguagem de todas as strings de 

tamanho 1 sobre esse alfabeto; 

• A expressão regular Σ∗ descreve a linguagem de todas as strings sobre 

esse alfabeto.  

– Outros exemplos: 

• Σ∗1 é a linguagem de todas as strings que terminam em 1 

• (0Σ∗) ∪ (Σ∗1) consiste de todas as strings que começam com 0 ou 

terminam com 1 



Expressões regulares 

• Definição 1.52: 



Expressões regulares 

• Definição acima é indutiva: 

– Define-se expressões regulares em termos de expressões 

regulares menores 

• Observações: 

– Precedência de operadores:  

• Estrela (*), Concatenação (∘), União (∪) 

– 𝑅+ é uma abreviação para 𝑅𝑅+ 

• Ou seja, 𝑅+ denota a concatenação de 1 ou mais palavras de 𝑅 

• Analogamente, 𝑅𝑘 representa a concatenação de k palavras de 𝑅 

– Quando queremos distinguir entre a expressão regular 𝑅 e a 

linguagem por ela representada, denotamos 𝐿(𝑅) a linguagem 

de 𝑅 



Expressões regulares 

• Exemplos: 



Expressões regulares 

• Exemplos: 



Expressões regulares 

• Identidades importantes: 

 

 

 

 

 

• Atenção: 

 



Expressões regulares 

• Exemplo de expressões regulares em compilação: 

– Objetos elementares em uma linguagem de programação, 

denominados tokens, tais como nomes de variáveis e 

constantes, podem ser descritas com expressões regulares 

– Por exemplo, uma constante numérica que pode incluir uma 

parte fracional e/ou um sinal pode ser descrita como um 

membro da linguagem  

 

 

 

• Exemplos: 72 ;   3.14159 ;  +7 ; −.01 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Expressões regulares e autômatos finitos são 
equivalentes em seu poder descritivo 

– Expressões regulares podem ser convertidas em autômatos 

finitos e vice-versa 

 

 

 

 

• Este teorema tem duas direções;  

– Pode-se enunciar e provar cada direção como um lema 

separado 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

 

– Ideia da demonstração:  

• Digamos que temos uma expressão regular R descrevendo uma 

linguagem A.  

• Mostramos como converter R em um AFN (NFA, em inglês) que 

reconhece A.  

• Como A possui um AFN que a reconhece, então A é regular. 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Ex: Converter 𝑎𝑏 ∪ 𝑎 ∗ em um AFN: 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

 

– Ideia da demonstração:  

• Queremos mostra que, se uma linguagem A é regular, então uma 

expressão regular a descreve.  

• Como A é regular, ele é reconhecida por um AFD (DFA, em inglês).  

• Descrevemos um procedimento para converter AFDs em expressões 

regulares equivalentes. 

• Procedimento em duas partes: 

– Convertemos o AFD em um autômato finito não-determinístico 

generalizado (AFNG em português; GNFA em inglês) 

– Convertemos o AFNG em uma expressão regular 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

 

 

• Autômato finito não-determinístico generalizado 

– AFN cujas transições são rotuladas por expressões regulares, 

ao invés de símbolos do alfabeto 

• AFNG lê blocos de símbolos da fita, não necessariamente um de cada 

vez como ocorre com os AFNs; 

• Se uma transição de um estado 𝑝𝑖 para o estado 𝑝𝑗 é rotulada por uma 

expressão regular R, então essa transição ocorre lendo-se um bloco de 

símbolos da entrada que constituam uma string descrita por R.  

• Um AFNG aceita uma entrada se sua computação puder resultar em um 

estado de aceitação ao final da leitura. 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Autômato finito não-determinístico generalizado 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Autômato finito não-determinístico generalizado 

– Condições: 

• Estado inicial possui setas de transições saindo para todos os demais 

estados, mas não possui setas de transições chegando de nenhum 

estado 

• Há apenas um único estado de aceitação, que possui setas chegando de 

todos os demais estados mas não setas saindo para outros estados 

• Exceto para os estados inicial e de aceitação, existe sempre uma seta 

saindo de todo estado para os demais estados, e também uma seta de 

cada estado para si mesmo. 

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Conversão do AFNG para uma expressão regular 

– Suponha que o AFNG tenha k estados. Como ele possui um 

estado inicial e um de aceitação distintos, sabemos que 𝑘 ≥ 2; 

– Se 𝑘 > 2, construímos um AFNG equivalente com 𝑘 − 1 

estados; este passo é repetido até ser reduzido a apenas 2 

estados. 

– Quando 𝑘 = 2, o AFNG possui uma única aresta do estado 

inicial para o estado de aceitação. O rótulo dessa aresta é a 

expressão regular equivalente.  

 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

– Representação gráfica da conversão de um AFD inicial (com 3 

estados) para a expressão regular equivalente: 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

– Eliminação de um estado intermediário do AFNG: 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Exemplo: 

 



Equivalência entre expressões 
regulares e autômatos finitos 

• Exemplo: 

 



Linguagens não-regulares  

 A linguagem B = {0n1n | n >= 0 } é regular? 

 Notação: an = símbolo a repetido n vezes  

 

 Como provar que uma linguagem não pode ser 
reconhecida por um autômato finito?  



Linguagens não-regulares 



• Ideia da prova: 

– Usamos p = número de estados do AFD M que reconhece A 

– Considere uma cadeia 𝑠 ∈ 𝐴 de tamanho 𝑛 ≥ 𝑝;  

– Como 𝑛 ≥ 𝑝, então a computação de M sobre 𝑠 repetirá algum estado; 

tomemos o 1º estado repetido (𝑞9 no exemplo abaixo)  

– Então, s pode ser dividida em 3 subcadeias, 𝑠 = 𝑥𝑦𝑧, onde:  

• subcadeia 𝑥 leva M do estado inicial até q9 (|𝑥| ≥ 0) 

• subcadeia 𝑦 leva M do estado q9  
até si mesmo ( 𝑦 > 0)  

• subcadeia 𝑧 leva M do estado q9  
até um estado final (|𝑧| ≥ 0) 

– Note que qualquer cadeia 𝑥𝑦𝑖𝑧, 𝑖 ≥ 0,  

leva M do estado inicial até o estado  

final, e portanto pertence a 𝐴 

– Finalmente, 𝑥𝑦 ≤ 𝑝, pois senão outro  

estado que não o 𝑞9 teria sido repetido  

antes (absurdo, pois assumimos que  

𝑞9 foi o primeiro a repetir). 

Linguagens não-regulares 



Linguagens não-regulares 



Linguagens não-regulares 



Linguagens não-regulares 



Linguagens não-regulares 



Cuidado: 

Linguagens não-regulares 



Condição 3 => y contém somente zeros 

 

xyyz ainda está em E 

 

Linguagens não-regulares 



Condição 3 => y contém somente zeros 

 

xyyz ainda está em E 

 

Mas xy0z = xz  não está  

 

Não esqueça que você pode tentar bombear para baixo! 

Linguagens não-regulares 


