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2.1 Gramaticas livres-do-contexto

* No Capitulo 1 estudamos dois métodos formais para
descrever linguagens regulares:

— Automatos finitos
— EXxpressoes regulares

* Foi demonstrado que algumas linguagens, mesmo
simples, nao sao regulares
— P.ex. {0"1" | n = 0}

« Neste capitulo, apresentamos as gramaticas livres-
do-contexto (GLC), um método mais poderoso de

descrever linguagens
— Podem descrever linguagens com certas estruturas recursivas



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

* |Inicialmente usadas no estudo de linguagem natural
— Estruturas de uma frase sao recursivas
« Aplicacao importante: analise sintatica em linguagens
de programacao
— Estruturas recursivas, p.ex
« Expressbes aritméticas: 2 X [3+(1—4+2) + 2 X 3]
« Estruturas de desvio, repeticao, etc, que induzem blocos aninhados

« Colecéao de linguagens associadas com gramaticas

livres de contexto sao denominadas linguagens
livres-do-contexto

— Incluem as linguagens regulares



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« Exemplo de uma gramatica livre-do-contexto (denotada

por G,):
A — 0A1

A— B
B — #
« Uma gramatica consiste de uma colecao de regras de
substituicao (ou de producao)
— Cada regra aparece em uma linha da gramatica na forma
V—w
na qual:

 V é umavariavel
e w € uma cadeia composta por variaveis e outros simbolos chamados
terminais



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« Exemplo de uma gramatica livre-do-contexto (denotada
por G,): (cont)
A — 0A1
A— B
B — #
— Variaveis sao usualmente representadas por letras maiusculas
(a0 menos nos exemplos simples aqui apresentados)

— Os terminais sao analogos ao alfabeto de entrada e sao
usualmente representados por letras minudsculas, numeros ou
simbolos especiais

— Uma das variaveis € designada a variavel inicial

« Usualmente a que aparece no lado esquerdo da 12 regra

* |dentifigue as regras, variaveis e terminais na
gramatica G,



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« Uma gramatica permite gerar cada cadeia de uma
linguagem da seguinte maneira:

1. Escreva a variavel inicial

2. Para cada variavel VV escrita na cadeia, encontre uma regra

contendo V no lado esquerdo (V — w)
Substitua V pelo lado direito daquela regra

« EX: se a cadeia atual é
aVcShb

e existe umaregra V — bSa, pode-se substituir V por bSa na cadeia

acima, resultando em
abSacSh

3. Repita 0 passo 2 até nao haver mais nenhuma variavel



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« EX: a gramatica G, gera a cadeia 000#111

— Sequéncia de substituicOes para obter uma cadeia é
denominada derivacao

— A derivacdo da cadeia 000#111 na gramatica G, €
A= 041 = 00411 = 0004111 = 0008111 = 000#111

— A derivacao também pode ser representada por uma arvore
sintatica:

#-W—n—n—nx—



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

 Todas as cadeias geradas dessa forma constituem a
linguagem da gramatica
— Notacao: L(G)

* Qual a linguagem da gramatica G; do exemplo
anterior?

« Toda cadeia que pode ser gerada por uma gramatica
livre de contexto € denominada linguagem livre-do-
contexto (LLC)



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« Gramatica abaixo, denotada por G,, descreve um
fragmento da estrutura sintatica do Inglés

(SENTENCE
(NOUN-PHRASE
(VERB-PHRASE

) — (NOUN-PHRASE)(VERB-PHRASE)
) — (CMPLX-NOUN) | (CMPLX-NOUN)(PREP-PHRASE)
) — (CMPLX-VERB) | (CMPLX-VERB)(PREP-PHRASE)
(PREP-PHRASE) — (PREP)(CMPLX-NOUN)
(CMPLX-NOUN) — (ARTICLE)(NOUN)
(CMPLX-VERB) — (VERB) | (VERB)(NOUN-PHRASE)
(ARTICLE) — a | the
(NOUN) — boy | girl | flower
(VERB) — touches | likes | sees
(PREP) — with



2.1 Gramaticas livres-do-contexto

« Exemplos de cadeias geradas:

a boy sees
the boy sees a flower
a girl with a flower likes the boy

— Derivacao da 12 cadeia:

(SENTENCE) = (NOUN-PHRASE)(VERB-PHRASE)
= (CMPLX-NOUN)(VERB-PHRASE)
= (ARTICLE)(NOUN)(VERB-PHRASE)
= a (NOUN)(VERB-PHRASE)
= a boy (VERB-PHRASE)
= a boy (CMPLX-VERB)
= a boy (VERB)

— a boy sees
10



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Definicao formal

« Definicao 2.2:

A context-free grammar is a 4-tuple (V, X, R, S), where

1. V is a finite set called the variables,
2. ¥ is a finite set, disjoint from V| called the terminals,

3. R is a finite set of rules, with each rule being a variable and a
string of variables and terminals, and

4. S € V is the start variable.

11



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Definicao formal

* Frequentemente especificamos uma gramatica
escrevendo apenas suas regras

— Variaveis sao identificadas pelos simbolos que aparecem no
lado esquerdo das regras

— Terminais sao todos os demais simbolos

— Por convencao, a variavel inicial € a que aparece no lado
esquerdo da 12 regra

12



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Definicao formal

« Se u,v,w sao cadeias de variaveis e terminais, e
A — v é uma regra da gramatica, dizemos que uAw
origina uvw, denotado por uAw = uvw.

— Pode-se também dizer que uvw é uma derivacao direta de
uAw

* Dizemos que u deriva v, escrito u =" v, se u = v ou
se existe uma sequéncia uq,u,, ..., u; para k = 0 tal
que
u1=>u2 :>"':>uk
 Alinguagem de uma gramatica G é o conjunto de
todas as cadelas de terminais derivadas de sua
variavel inicial S, ou seja,
L(G)={weX|S="w}
13



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Exemplos

« Exemplo 2.3 (modificado):

— Considere a gramatica G; = ({5},{0,1,(,)},S,R). O conjunto de
regras, R, é:
S — (5)|SS|0]1]e

— Alguns exemplos de cadelas geradas: ¢, 0O, 1, (000), (1(0)),
(()1(01)), etc

_ L(Gy) =2

14



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Exemplos

« Exemplo 2.4:
Consider grammar G4 = (V, X, R, (EXPR)).
V is {(EXPR), (TERM), (FACTOR)} and ¥ is {a, +, x, (, ) }. The rules are

(EXPR) — (EXPR)+{TERM) | (TERM)
(TERM) — (TERM)x(FACTOR) | (FACTOR)
(FACTOR) — ((EXPR)) | a

— Ascadelasa+a xae (a+ a) X apodem ser geradas com a

gramatica G,.

« Arvores sintaticas sdo apresentadas no proximo slide

15



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Exemplos

« Exemplo 2.4 (cont):

(FACTOR)

__,-F"\-“.

TERM}

/

(’I‘.ERM

e

FACTOR

{FACTOR /

(FACTOR)




2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

* Projeto de uma GLC requer certo grau de criatividade
e Todavia, alguns principios podem ser considerados

1. Linguagens livres-do-contexto (LLCs) sao,
usualmente, composicoes de LLCs mais simples

— Para projetar uma GLC G para uma linguagem gue representa
a uniao entre duas LLCs L, e L,, construa primeiramente as
gramaticas
G, para L, e G, para L,; em seguida, combine as regras de G,
e de G,, e adicione uma nova regra

5 — 51152,
onde
- S, S, e S, sao as variaveis iniciais de G, G4 € G,,
respectivamente
17



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

1. Linguagens livres-do-contexto (LLCs) sao,
usualmente, composicoes de LLCs mais simples
(cont)

— Por exemplo, para obter uma gramatica para a linguagem
{0"1"|n = 0} U {1™0"|n = 0},
primeiro construimos duas gramaticas mais simples:

{0"1"| n > 0} S; — 0511 | €
{1"0"| n > 0} Sy — 1550 | €

Em seguida adicionamos a regra S — 5,|5,, resultando na

gramatica final
S — 81 | SQ

Sl —->OS]_1|E
Sg — 1820|€

18



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

2. Projetar uma GLC para uma linguagem reqgular &
simples, se conseguirmos projetar o AFD ou AFN
para aquela linguagem

— Ver apresentacao “Introducao as Gramaticas”, onde
apresentamos a equivaléncia entre automatos finitos e
gramaticas lineares a direita (que s&o um caso particulares de
GLCs)

19



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

3. Certas LLCs contém cadelas com duas subcadeias
gue sao “ligadas” no sentido de que uma maquina
para uma linguagem como essa precisaria memorizar
uma guantidade de informacao ilimitada sobre uma
das subcadeias para saber se ela corresponde
apropriadamente a outra subcadeia

— Essa situacao ocorre na linguagem {0"1"|n > 0}, pois uma
maquina precisaria memorizar o numero de Os de modo a
verificar que ele é igual ao numero de 1s

— Pode-se construir uma GLC para lidar com essa situacao
usando uma regra na forma R — uRv, que gera cadeias nas
guais a parte contendo os u’s corresponde as partes contendo
0S V'S

20



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

4. Em linguagens mais complexas, as cadeias podem
conter certas estruturas que aparecem
recursivamente como parte de outras estruturas (ou

delas mesmas)
— Essa situacéo ocorre na gramatica que gera expressoes
aritméticas no Exemplo 2.4

« Sempre que o simbolo a aparece, em vez dele uma expressao
parentizada pode aparecer recursivamente

— Para atingir esse efeito, coloque o simbolo da variavel que
gera a estrutura na posicao das regras correspondente a onde
aquela estrutura pode aparecer recursivamente

21



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Projetando GLCs

 Exercicio 2.4:

Give context-free grammars that generate the following languages.
alphabet X is {0,1}.
Aa. {w| w contains at least three 1s}
b. {w| w starts and ends with the same symbol}
c. {w| the length of w is odd}

Ad. {w| the length of w is odd and its middle symbol is a 0}

e. {w|w = w™, thatis, w is a palindrome}

f. The empty set

22



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

As vezes uma gramatica pode gerar a mesma cadeia
de varias maneiras diferentes

Tal cadeia tera varias arvores sintaticas diferentes e,
portanto, varios significados diferentes

Se uma gramatica gera a mesma cadeia de varias
maneiras diferentes, dizemos que a cadeia € derivada
ambiguamente nessa gramatica

Se uma cadeia gera alguma cadeia ambiguamente,
dizemos que a gramatica € ambigua

Ambiguidade pode ser indesejavel em certas
aplicacoes

— P.ex. em linguagens de programacao: um programa deve ter

uma unica interpretacao -



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Exemplo: considere a gramatica Gx:
— (EXPR) — (EXPR)+(EXPR) | (EXPR)x(EXPR) | ( (EXPR)) | a

— Essa gramatica gera a cadeia a + a X a ambiguamente:

(EXPR) (EXPR)
/ AN /
(EXPR) (EXPR) (EXPR) (EXPR)

/ < \ \ / / >\
(EXPR) | (EXPR) (EXPR) | (EXPR)
( \ / \
a + a X a a + a X d

— Qual seria 0 valor dessa expressao sob cada arvore sintatica
se a =37

« aesquerda: 18; adireita: 12 o4



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Exemplo: considere a gramatica G- (cont):
(EXPR) — (EXPR)+(EXPR) | (EXPR)x(EXPR) | ( (EXPR)) | a

— Gg nao captura as relacdes de precedéncia usuais e,
portanto, pode agrupar o + antes do X e vice-versa

— Por outro lado, a gramatica G, gera exatamente a mesma

linguagem, mas toda cadeia gerada tem uma arvore sintatica
unica
— Logo, G, € nao-ambigua, enquanto Gz € ambigua

« A gramatica G,, que descreve um fragmento da
estrutura sintatica do Inglés, tambéem é ambigua

— Sentenca “the girl touches the boy with the flower” tem duas
derivacoOes diferentes (e duas interpretacoes diferentes!)

25



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Atencao: quando dizemos gue uma gramatica gera
uma cadeia ambiguamente, gueremos dizer gue a
cadelia tem duas arvores sintaticas diferentes, e nao
duas derivacoes diferentes

— Duas derivacoes podem diferir meramente pela ordem na qual
elas substituem variaveis e ainda assim nao na sua estrutura
geral

— Para nos concentrarmos na estrutura da gramatica, definimos
um tipo de derivacao que substitui variaveis em uma ordem
fixa

26



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Uma derivacdo mais a esquerda de uma cadeia w é
aquela em que, a cada passo, a variavel remanescente
escolhida para ser substituida € a variavel mais a
esquerda na forma sentencial intermediaria
— Ex: derivacéo de (a + a) X a pela gramatica G,

(E) = (T) = (T) X (F) = (F) x (F) = ((E)) X (F)

= ((E) +(T)) x(F) = ((T) +(T)) x(F) = ((F) +(T)) x(F)
= (a+(T)) X(F) = (a+ (F)) X{(F) = (a+a) X (F) = (a +
a) X a

27



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Definicao 2.7:

A string w is derived ambiguously in context-free grammar G if
it has two or more different leftmost derivations. Grammar G is
ambiguous if it generates some string ambiguously.

— Em certas situac¢bes, qguando temos uma gramatica ambigua
podemos encontrar uma gramatica nao-ambigua que gera a
mesma linguagem

— Algumas linguagens livres-do-contexto, entretanto, podem ser
geradas apenas por gramaticas ambiguas

— Tais linguagens sao chamadas inerentemente ambiguas
— EX:
{a'b/ck|i = jouj =k}

« Nao ha gramatica que tenha derivacao Unica para a cadeia aaabbbccc,
por exemplo 28



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Exemplo em linguagens de programacao:
— Suponha gue uma gramatica contenha a regra:

Statement — if Condition then Statement |
If Condition then Statement else Statement |

Condition — ...
— Algumas estruturas ambiguas podem aparecer:
* A sentenca
If athen if b then s else s2
pode ser interpretada como
if athen {if bthen s}else s2

ou
If athen {if bthen selses2}

dependendo da associacao do else com o0 1° ou com o 2° if

29



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Ambiguidade

« Exemplo em linguagens de programacao:
— Suponha gue uma gramatica contenha a regra:

Statement — if Condition then Statement |
If Condition then Statement else Statement |

Condition — ...

— Formas de resolver ambiguidade:
« Modificacao da gramatica para torna-la nao-ambigua

— p.ex tornar endif / fi obrigatorio
Statement — if Condition then Statement fi |
If Condition then Statement else Statement fi |

« Manter a gramatica ambigua, mas tornar a sentenca sensivel ao
contexto, associando o else com o ultimo if encontrado

30



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

* Quando se trabalha com gramaticas livres-do-contexto,
é frequentemente té-las em forma simplificada

« Uma das formas mais simples e Uteis é chamada
forma normal de Chomsky (FNC)

— Util para projetar algoritmos para andlise sintatica

31



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

* Definicao 2.8:

Uma GLC estad na Forma Normal de Chomsky se:
a) Toda regra de substituicao € da forma
A->BC ouA->a
onde B,C sao variaveis, a € simbolo terminal;

b) Avariavel inicial S ndo pode aparecer no lado direito de
nenhuma regra;

c) Somente a variavel inicial pode ter a regra
S2>¢.

32



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

 Conversdaode uma GLC G =(V, £, R, S) para FNC.:
a) Adicionar nova variavel inicial S, e adicionar a regra S, =2 S;

b) Eliminacédo de regras A -2 ¢
b,) Remover a regra;
b,) Para toda regra R - uAv, adicionar R-> uv;
Nota: Fazer isso para cada ocorréncia de A.
Ex:se R 2> uAvAw, deve-se acrescentar 3 regras:
R->uvAw, R2>uAvw, R>uvw

b;) Se tivermos aregra R > Ae se R = g nao tiver sido

previamente eliminado, adicionar R -2 ¢
(posteriormente, essa regra também sera removida se R # S;)

b,) Repetir até eliminar todas as ocorréncias.

33



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

« Conversaode uma GLC G =(V, £, R, S) para FNC (cont.):
c) Remocéao de regras unitarias A = B:

cl) Remover a regra;

c2) Para toda regra B - u, acrescentamos A = U, a menos que
essa Seja uma regra unitaria ja removida.

c3) Repetir para todas as regras unitarias.

34



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

« Conversaode uma GLC G =(V, £, R, S) para FNC (cont.):

d) Converter todas as regras remanescentes para a forma
apropriada A > BC ou A - a:

dl) Se A > uu, ... u,, onde k > 3 e u;, € variavel ou simbolo
terminal, entdo substituir esta regra por:

A2 UA;, A2 WA, A, 2 UA; ..., A, 2 U Uy

d2) Se k=2, entao substituir qualquer terminal u;, na(s) regra(s)
precedente(s) por uma nova variavel U, e adicionar a regra
U = u.

35



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

« Exemplo 2.10: conversao da GLC abaixo para a FNC:

1. GLC original G4 € mostrada a esquerda
Resultado da introducao da nova variavel inicial € apresentado a

direita

So — S
S — ASA|aB § . ASA|aB
A BIS A B|S
B—ble B — ble

2. Remocao de regras vazias B — ¢ (esq) e A — ¢ (dir)

So — S So — S
S — ASA|aB|a S — ASA|aB|a|SA|AS|S
A—B|S|e A — B|S(e

B —b

B—>b

36



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

« Exemplo 2.10: conversao da GLC abaixo para a FNC:
3a. Remocéao de regras unitarias S — S (esq) e S; — S (dir)

So —~(5) ASA|aB|a|SA| AS
S — ASA|aB|a|SA| AS
A— B|S

SU—Z*S

S — ASA|aB|a| 54|45 (5)

A—>B|S
B —b

B —-b

3b. Remocéo de regras unitarias A — B (esq) e A — S (dir)

Sy — ASA|aB|a|SA|AS
S — ASA|aB|a|SA|AS

A—+S|b

B — Db

So — ASA
S — ASA

A—:-b
B — b

aB|a|SA|AS
aB|a|SA|AS
ASA|aB|a|SA| AS

37



2.1 Gramaticas livres-do-contexto
Forma Normal de Chomsky

« Exemplo 2.10: conversao da GLC abaixo para a FNC:

4. Conversao das regras remanescentes para a forma
apropriada acrescentando variaveis e regras adicionais

S{]*—}AA]‘UB‘EL
S — AA, |UB | a
Aﬁb[AA1|UB
A1—>SA
U — a
B —b

SA| AS
SA|AS
a| SA|AS

38



Algoritmos para Processamento de
Gramaticas Livres do Contexto

 Problema:

 Dado uma GLC G e uma cadelia w, decidir se G gera
a cadeia w

* Redefinicdo do problema em termos de linguagem:
* Aglc ={(H, x)| Héuma GLC que gera a cadeia x }

« Dada uma Problema: (G, W) € Ag 7

39



7.2 Algoritmos para Processamento de
Gramaticas Livres do Contexto

« Se G for uma gramatica qualquer:
- Testar todas as possiveis derivacoes: loop infinito
« Se G estiver na Forma Normal de Chomsky:

- Teorema: qualquer derivacao de uma cadeia nao vazia w
tem exatamente 2n-1 passos, onde n = |wj|.

- ldela da demonstracao:
* n-1 passos para gerar a cadeia com n variaveis
* N Passos para substituir as variaveis por terminais
- Meétodo de forca bruta (para n>0): custo exponencial
- Teste todas as derivacOes possiveis com 2n-1 passos.
- Se alguma das derivacOes gerar w, aceite; senao, rejeite

40



7.2 Algoritmos para Processamento de
Gramaticas Livres do Contexto

® Algoritmo CYK (Cocke-Younger—Kasami)
® Polinomial (se G estiver na forma normal de Chomsky)

® Programacao dinamica: uso de solucoes de subproblemas
menores para resolver subproblemas maiores (até chegar a
solucao do problema original)

® Tabela nxn:

— Parai<j, a(i, ]) entrada da tabela contém todas as variaveis

que geram a subcadeia w; W, ... W,

— Tratam-se subcadeias de tamanhos crescentes
(comecando de 1)

41



/.2 Algoritmo CYK — programacao dinamica

D = “On input w = wy - - - Wy

1. Ifw=-¢eand S — ¢ isarule, accept. [handle w = € case]
2. Fori=1ton: [ examine each substring of length 1 |
3.  For each variable A:
4, Test whether A — b is a rule, where b = wj;.
S. If so, place A in table(i,1).
6. Forl =2 ton: [ 1 is the length of the substring |
7. Fori=1ton—1+1: [iisthe start position of the substring]
8. Letj=i+1-1, [ 7 is the end position of the substring |
9. Fork=itoj —1: [ % is the split position ]
10. For each rule A — BC:
11. If table(i, k) contains B and table(k + 1, ) contains

C, put A in table(i, j).
12. If Sisin table(1,n), accept. Otherwise, reject.” 42



7.2 Algoritmo CYK — programacao dinamica

Exemplo: Conversao de uma GLC para FNC.:

Gramatica original:
S—>aSb|bSa|SS|¢

1) Criac&o de nova variavel inicial: 4) Padronizacao:
Sg2 S Sy2¢|AT|BU|SS|AB | BA
S—>aSb|bSa|SS|¢ S>AT|BU|SS|AB|BA
T-> SB
2) Eliminacao de substituicdes ¢ : U > SA
S,>S|e A>a
0 B->Db

S—>aSb|bSa|SS|ab|ba|S

3) Eliminacao de regras unitarias:
Sp=2¢|aSb|bSa|SS|ab|ba
S—>aSb|bSa|SS|ab|ba



7.2 Algoritmo CYK — programacao dinamica

Exemplo (cont):

Aplicacao algoritmo CYK:

Gramatica na FNC:
S,2¢|AT|BU|SS|AB | BA
S>AT|BU|SS|AB|BA
T-> SB

U > SA

A a

B—->Db

Cadeia:
abaabb

Tabela:




