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Nas últimas aulas

 Tese de Church-Turing
 Problemas computacionais descritos como 

linguagens. Ex: 
– problema de verificar se um grafo G1 é subgrafo 

de um grafo G2

– L = { ? }
 Linguagens (problemas) decidíveis
 Linguagens regulares e linguagens livres de 

contexto são decidíveis
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Nas últimas aulas

 Tese de Church-Turing
 Problemas computacionais descritos como 

linguagens. Ex: 
– problema de verificar se um grafo G1 é subgrafo 

de um grafo G2

– L = { <G1, G2> | G1 é subgrafo do grafo G2 }
 Linguagens (problemas) decidíveis
 Linguagens regulares e linguagens livres de 

contexto são decidíveis
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Limites da computação

 Existem problemas que são Turing-reconhecíveis mas 
NÃO Turing-decidíveis

 Existem problemas que NÃO são Turing-reconhecíveis? 
(Insolúveis)

SIM!

Ex: verificação de software é insolúvel (dado um programa 
e sua especificação, verificar se o programa está correto)

 Para provar, precisamos primeiro de alguns resultados 
da Matemática
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Limites da computação

 Existem problemas que são Turing-
reconhecíveis mas NÃO Turing-decidíveis

 Existem problemas que NÃO são Turing-
reconhecíveis? (Insolúveis)

SIM!

Ex: verificação de software é insolúvel (dado um 
programa e sua especificação, verificar se o 
programa está correto)
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Limites da computação

 Para provas, precisamos primeiro de alguns 
resultados da Matemática
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Determinação de tamanho de 
conjuntos

 Comparar o tamanho de conjuntos finitos é fácil
 E para conjuntos infinitos?
 Georg Cantor: dois conjuntos infinitos têm o 

mesmo tamanho se seus elementos puderem 
ser emparelhados
 f : A → B, onde f é uma função bijetora (uma 

correspondência)
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Exemplo – N (naturais) e os 
naturais pares
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Exemplo – N (naturais) e os 
naturais pares

 f(n) = 2n

 Têm o mesmo tamanho!
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Exemplo - Q (racionais)
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Exemplo - Q (racionais)

 Têm o mesmo tamanho!
 Q é contável!
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Exemplo – R (reais) 
 Qualquer número com representação decimal
 Inclui números como  π = 3,1415926...,  √2 = 

1,4142135...
 Como seria f?
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Exemplo – R (reais) 
 Qualquer número com representação decimal
 Inclui números como  π = 3,1415926...,  √2 = 

1,4142135...
 Como seria f?
 Não há!
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R é incontável
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R é incontável

 Vamos mostrar que não existe uma 
correpondência f entre N e R

 Prova por contradição: vamos assumir que f 
existe e contruir um x que esteja fora da 
correspondência
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R é incontável - Prova

 Vamos assumir que f existe
 Por exemplo:

 Vamos contruir um x que seja diferente de cada real f(i) 
emparelhado com o natural i

 Construímos x entre 0 e 1 cujo i-ésimo dígito após a vírgula seja 
diferente do i-ésimo dígito de f(i)

 Logo, x não é igual a nenhum f(i)
 Obs.: escolhemos dígitos diferentes de 0 e 9 (para evitar problemas 

como  0,1999.... ser igual a 0,200....)
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R é incontável – Prova
DIAGONALIZAÇÃO

 Vamos assumir que f existe
 Por exemplo:

 Vamos contruir um x que seja diferente de cada real f(i) 
emparelhado com o natural i

 Construímos x entre 0 e 1 cujo i-ésimo dígito após a vírgula seja 
diferente do i-ésimo dígito de f(i)

 Logo, x não é igual a nenhum f(i)
 Obs.: escolhemos dígitos diferentes de 0 e 9 (para evitar problemas 

como  0,1999.... ser igual a 0,200....)
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O que isso tem a ver com Teoria da 
Computação ?
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O que isso tem a ver com Teoria da 
Computação ?

 Há um conjunto incontável de linguagens
 Há um conjunto contável de Máquinas de Turing
 Cada MT reconhece apenas uma linguagem
 Logo, há linguagens que não são reconhecidas por 

nenhuma MT
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, mas o 

conjunto de todas as linguagens possíveis é incontável
 Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens 

têm o mesmo tamanho que o conjunto de todas as 
sequências binárias infinitas, que é incontável

 Para isso, usar diagonalização



23

Conjunto de MTs é contável

 Cada Máquina de Turing M tem uma 
codificação em uma cadeia <M>
 Descartando aquelas cadeias que não são MT 

legítimas, podemos listar cadeias que representem 
MTs

 Σ* é contável
 Basta listar suas cadeias por ordem crescente de 

tamanho e ordem lexicográfica (e associar um 
natural a cada uma)

 Ex: Σ = {0,1}, lista = 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ... 
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, mas o 

conjunto de todas as linguagens possíveis é incontável
 Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens 

têm o mesmo tamanho que o conjunto de todas as 
sequências binárias infinitas, que é incontável

 Para isso, usar diagonalização

Feito!
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, mas o 

conjunto de todas as linguagens possíveis é incontável
 Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens 

têm o mesmo tamanho que o conjunto de todas as 
sequências binárias infinitas, que é incontável (provado por 
diagnonalização)
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, mas o 

conjunto de todas as linguagens possíveis é incontável
 Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens 

têm o mesmo tamanho que B = o conjunto de todas as 
sequências binárias infinitas, que é incontável (B incontável 
provado por diagnonalização)
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O conjunto de todas as linguagens e o 
conjunto de todas as strings binárias 
infinitas possuem o mesmo tamanho

 Cada linguagem Lk pode ser representada por 
uma string binária infinita bk

 Ordene as cadeias de Σ* (s1, s2, ...) 

 A posição i da string binária bk possui valor 1 se a 
cadeia si pertencer à linguagem Lk, e valor 0 caso 
contrário

 Ex: A = {cadeias binárias começando com 0} 
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, mas o 

conjunto de todas as linguagens possíveis é incontável
 Para isso, mostrar que o conjunto de todas as linguagens 

têm o mesmo tamanho que o conjunto de todas as 
sequências binárias infinitas, que é incontável

 Para isso, usar diagonalização
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Linguagens não Turing-
reconhecíveis

 Ideia da Prova:
 Provar que o conjunto de todas as MTs é contável, 

mas o conjunto de todas as linguagens possíveis é 
incontável

 Logo, existem linguagens que não podem ser 
reconhecidas por nenhuma máquina de Turing
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Voltando às linguagens Turing-
reconhecíveis...

 Vimos que linguagens regulares e livres de 
contexto são Turing-decidíveis

 O problema de determinar se uma MT aceita 
uma cadeia w é decidível?
 Primeiro: como escrevemos esse problema em 

termos de linguagem?
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Voltando às linguagens Turing-
reconhecíveis...

 Vimos que linguagens regulares e livres de 
contexto são Turing-decidíveis

 O problema de determinar se uma MT aceita 
uma cadeia w é decidível?
 Primeiro: como escrevemos esse problema em 

termos de linguagem?
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Voltando às linguagens Turing-
reconhecíveis...

 Vimos que linguagens regulares e livres de 
contexto são Turing-decidíveis

 O problema de determinar se uma MT aceita 
uma cadeia w é decidível?
 Segundo: como poderia ser uma MT para esse 

problema?
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Voltando às linguagens Turing-
reconhecíveis...

 Vimos que linguagens regulares e livres de 
contexto são Turing-decidíveis

 O problema de determinar se uma MT aceita 
uma cadeia w é decidível?
 Segundo: como poderia ser uma MT para esse 

problema?
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Voltando às linguagens Turing-
reconhecíveis...

Máquina de Turing universal inicialmente proposta por Turing – 
executa qualquer outra MT

→ Estímulo ao desenvolvimento dos computadores que executam 
programas armazenados
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Determinar se uma MT aceita uma 
cadeia w é decidível?

 M só entra em loop se w não pertencer à 
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir AMT?
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Determinar se uma MT aceita uma 
cadeia w é decidível?

 M só entra em loop se w não pertencer à 
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir AMT?
 Se puder prever que M entrará em loop, rejeita
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Determinar se uma MT aceita uma 
cadeia w é decidível?

 M só entra em loop se w não pertencer à 
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir AMT?
 Se puder prever que M entrará em loop, rejeita

 Problema: dá para prever? (Problema da 
parada)
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Determinar se uma MT aceita uma 
cadeia w é decidível?

 M só entra em loop se w não pertencer à 
linguagem

 Como U poderia usar isso para decidir AMT?
 Se puder prever que M entrará em loop, rejeita

 Problema: dá para prever? (Problema da 
parada) NÃO
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Determinar se uma MT aceita uma 
cadeia w é INdecidível
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O Problema da Parada é 
INdecidível
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O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição

 Supomos AMT decidível e H um decisor: 

 D outra MT, que usa H para determinar o que 
M faz com <M>, e faz o oposto:



42

O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição

 Supomos AMT decidível e H um decisor: 

 D outra MT, que usa H para determinar o que 
M faz com <M>, e faz o oposto:

Por exemplo, um compilador Java, escrito em Java, que é compilado neste compilador
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O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição
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O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição

 E se D tiver <D> como entrada?
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O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição

 E se D tiver <D> como entrada?
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O Problema da Parada é indecidível 
– Prova por contradição

 E se D tiver <D> como entrada?

 Contradição! H e D não podem existir!
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Descrevendo a contradição por 
diagonalização

Entradas em branco: Mi rejeita <Mj> ou entra em loop.
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Descrevendo a contradição por 
diagonalização
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Descrevendo a contradição por 
diagonalização
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