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Tempo polinomial e exponencial

* EX:

Maquina de tempo n3 (tempo polinomial)
Maquina de tempo 2n (tempo exponencial)
n = 1000:

n3= 1 bilhao

2n= numero maior que o numero de atomos do
universo (aproximadamente 300 digitos)



Tempo polinomial

* Todos os modelos computacionais deterministicos
sao polinomialmente equivalentes (um simula o
outro com uma diferenca de tempo polinomial)

* Problemas trataveis na pratica sao polinomiais

* Em complexidade, muitas vezes sO se quer saber
se um problema € polinomial ou exponencial

— Nao importante o grau do polindbmio

— Reduzir complexidade de exponencial para
polinomial muitas vezes permite atingir uma
complexidade razoavel para fins praticos



Tempo polinomial

* Definicao: P é a classe de linguagens que sao
decidiveis em tempo polinomial sobre uma maquina
de Turing deterministica de uma fita. Em outras
palavras,

P = U, TIME(nK).

* Importancia:

P € invariante para todos os modelos de computacao
polinomialmente equivalentes a MT deterministica de
fita-unica

P corresponde aproximadamente a classe de

problemas que sao realisticamente soluveis em um

computador. -



Analisando se um problema esta
em P

* Descreveremos ALGORITMOS (nao
considerando um modelo computacional

especifico)

— Sem descrever fitas e movimentacoes de
cabeca

* Um algoritmo € polinomial quando:

— Cada estagio roda em tempo polinomial

— (Cada estagio € executado um numero
polinomial de vezes

— Codificacao e decodificacdo da entrada
ocorrem em tempo polinomial 6



Exemplos de problemas em P



CAM pertencea P ?

* CAM = {<G,s,t> | G € um grafo direcionado que
tem um caminho direcionado do n6 s para o no t}
* Codificacao:
— lista de noOs e arestas
— Matriz de adjacéncia

* Uma solucao forga-bruta (verifica todas as
possibilidades):

— Verifica todos os caminhos em potencial de
comprimento no maximo m (m = numero de nos)

— Numero de caminhos em potencial:



CAM pertencea P ?

* CAM = {<G,s,t> | G € um grafo direcionado que
tem um caminho direcionado do n6 s para o no t}

* Codificacao:

lista de n6s e arestas
Matriz de adjacéncia

* Uma solucao forga-bruta (verifica todas as
possibilidades):

Verifica todos os caminhos em potencial de
comprimento no maximo m (m = numero de nos)

Numero de caminhos em potencial;
aproximadamente m™ (exponencial!)



CAM pertence a P

* Alternativa: busca em grafo (ex: busca em
largura):
— Marcamos sucessivamente todos os nos em G
gue sao atingiveis a partir de s por caminhos

direcionados de comprimento 1, depois 2, depois
3, ... atém.

— Se existe um caminho direcionadode s at,t
ficara marcado
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Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no

b
4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.



Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
* Quantas vezes cada estagio executa?



Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
* Quantas vezes cada estagio € executado?

— 1 e 4 sjo executados uma vez

— 3 e executado no maximo m vezes (se cgda vez marcar
somente um no)



Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
* Complexidade de cada estagio?
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Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
* Complexidade de cada estagio?

—  Polinomial

15



Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
* Codificacao / decodificacao de <G, s, t>

—  Polinomial
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Teorema: CAM pertence a P

* Prova: O algoritmo M € polinomial:

M = “Sobre a entrada <G,s,t> onde G € um grafo direcionado com
nos s e t:

1. Marque o no s.
2. Repita até que nenhum no6 adicional seja marcado:

3. Faca uma varredura em todas as arestas de G. Se
uma aresta (a,b) for encontrada indo de um no
marcado a para um no nao marcado b, margue o no
b

4. Se t estiver marcado, aceite. Caso contrario, rejeite.
Codificacao / decodificacao de <G, s, t>

—  Polinomial

LOGO CAME€ P 17



PRIM-ES pertence a P

PRIM-ES = {<x,y> | X e y sao primos entre si}

Primos entre si: 1 € o maior inteiro que divide AMBOS (ex: 10 e
21) — maximo divisor comum.

Alternativa 1: testar todos os possiveis divisores

— Problema: exponencial! (a magnitude de um numero na base k
cresce exponencialmente com o comprimento de sua
representacao)

Alternativa 2:

— Algoritmo euclidiano
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PRIM-ES pertence a P

* Algoritmo euclidiano:
E = “Sobre a entrada <x,y>, onde X e y sao numeros naturais em
binario:
1. Repita até que y = 0:
2. X<—Xmody
3. troquexey

4. Dé como saida x.”

19



PRIM-ES pertence a P

* Algoritmo R que resolve PRIM-ES:

R = "Sobre a entrada <x,y>, onde x e y sao numeros naturais em
binario:
1. Rode E sobre <x,y>

2. Se o resultado for 1, aceite. Caso contrario, rejeite.”

20



PRIM-ES pertence a P

* Analisando E:

E = “Sobre a entrada <x,y>, onde x e y sao numeros naturais em binario:
1. Repita ate que y = 0:
2. X< XxXmody
3. troquexey

4. Dé como saida x.”

* EXxecucgao do estagio 2 corta x para no minimo sua metade:
— Fim do estagio 2: x <y
— Fimdoestagio3: x>y
— Inicio do estagio 2: x >y
* Sex/2>=yentatoxmody <y <=x/2

21
e Sex/2<y,entdoxmody=Xx-Yy <Xx/2



PRIM-ES pertence a P

* Analisando E:

E = “Sobre a entrada <x,y>, onde x e y sao numeros naturais em binario:
1. Repita ate que y = 0:
2. X< XxXmody
3. troquexey

4. Dé como saida x.”

* Por causa do estagio 3, x e y sao cortados no minimo pela metade uma
vez sim outra nao.

— Logo, estagios 2 e 3 sao repetidos min(2 log, x, 2 log, y)

— Esses logs sao proporcionais aos comprimentos das representagoes
dexey

— Logo, estagios 2 e 3 sao repetidos O(n) vezes o5



PRIM-ES pertence a P

* Analisando E:

E = “Sobre a entrada <x,y>, onde x e y sao numeros naturais em binario:
1. Repita ate que y = 0:
2. X< XxXmody
3. troquexey

4. Dé como saida x.”

* (Cada estagio usa apenas tempo polinomial

* Tempo de execucio total: polinomial
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Toda Linguagem Livre de Contexto
pertence a P

Testar todas as possiveis derivacoes: exponencial
Algoritmo CYK (para gramaticas na forma normal de Chomsky!)

Programacao dinamica: uso de solucdes de subproblemas
menores para resolver subproblemas maiores (até chegar a
solucao do problema original)

Tabela nxn:

— I <=]:variaveis que geram a subcadeia w,...w.

— Tratam-se tamanhos crescentes (comecando de 1)
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Toda Linguagem Livre de Contexto
pertence a P

D = “Sobre a entrada w = w; - - - w,,:

1. Sew =¢eeS — ¢ forumaregra, aceite.  [trata o caso w = €]
2. Parai =1 até n: [ examina cada subcadeia de comprimento 1]
3.  Para cada varidvel A:
4. Teste se A — b é uma regra, onde b = w;.
5. Se for, coloque A em tabela(i, ).
b, Para.l =2 ate [! € o comprimento da subcadeia
7. Parai=latén—I+ 1 [ é a posicio inicial da subcadeia ]
8. Facaj=i+1-1, [/ € a posi¢io final da subcadeia |
9. Parak =7atéj — 1: [k éaposigio em que ocorre a divisao |
10. Para cadaregra A — BC:
11. Se tabela(i, k) contém B e tabela(k +1,7) contem C,
ponha A em tabela(i, ).
12. Se S estiver em tabela(1,n), aceite. Caso contrario, rejeite.”
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