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A classe NP

* Um problema esta na classe P se existe uma MT
deterministica que o resolva e que rode em tempo
polinomial.

* E se um algoritmo de tempo polinomial ndo € conhecido?



A classe NP

* Um problema esta na classe P se existe uma MT
deterministica que o resolva e que rode em tempo
polinomial.

* E se um algoritmo de tempo polinomial nao € conhecido?
— Ou o problema ¢ intrinsicamente dificll
— Ou um algoritmo polinomial nao € conhecido

* Ha varios problemas nesta situacao

* Nao sabemos distinguir entre os dois casos

* Para certos problemas, embora para DECIDIR conheca-se
apenas algoritmos exponenciais, VERIFICAR se uma
solucao candidata € mesmo uma solucao pode ser feito em

tempo polinomial ;



Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

Dado um grafo direcionado G, um caminho Hamiltoniano
do n6 s ao n6 t € um caminho que, partindo do no s,
chega ao no t apos passar por todos os nos do grafo
exatamente uma vez.




Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

* CAMHAM ={ <G, s, t>: G € um grafo
direcionado com um caminho Hamiltoniano do
no s ao no t}

* Aplicacbes?



Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

* CAMHAM ={ <G, s, t>: G € um grafo
direcionado com um caminho Hamiltoniano do
no s ao no t}

* Aplicacoes?
— Rotas de distribuicao

— |tinerarios de 6nibus
— Etc.



Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

* Algoritmo exponencial que decide CAMHAM:

Gere todos os caminhos possiveis

Verifigue se um deles é:

desat
passa por cada no (todos eles) apenas uma vez



Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

Algoritmo exponencial que decide CAMHAM:

Gere todos os caminhos possiveis

Verifigue se um deles é:

desat
passa por cada no (todos eles) apenas uma vez

Nao se conhece uma solucao polinomial
NINGUEM SABE SE ESSA SOLUCAO EXISTE

Mas dado um caminho, € possivel YERIFICAR
se ele € hamiltoniano em tempo polinomial.



Ex: Caminho Hamiltoniano
(em um grafo direcionado)

* Para alguns problemas, nem para a

VERIFICACAO se conhece um algoritmo
polinomial

* Ex: o complemento de CAMHAM (grafos que

nao possuem nenhum caminho hamiltoniano
entre s e t)



Verificador

* Um verificador para uma linguagem A é um
algoritmo V, onde

A={w |V aceita <w,c> para alguma cadeia c}

* O c e o certificado ou prova de que w pertence
aA

* Tempo do verificador medido em termos
apenas do comprimento de w (nao de c)

* Uma linguagem A € polinomialmente verificavel
se ela tem um verificador de tempo polinomial

* Para verificadores polinomiais, ¢ deve ter
comprimento polinomial (no tamanhgp de w)



Verificador - Exemplo

* O que seria um certificado para CAMHAM?
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Verificador - Exemplo

* O que seria um certificado para CAMHAM?
— Um caminho hamiltoniano de s a t
* Como seria o verificador?
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Verificador - Exemplo

* O que seria um certificado para CAMHAM?
— Um caminho hamiltoniano de s a t
* Como seria o verificador?

— Verifica se ndo ha repeticao de nés no caminho
— Verifica se comecga com s e termina com t

— Verifica se entre dois nds ha uma aresta no
grafo
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A classe NP

* NP € a classe de todas as linguagens polinomialmente
verificaveis
* Um problema NP também pode ser P?
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A classe NP

* NP € a classe de todas as linguagens polinomialmente
verificaveis
* Um problema NP também pode ser P?
- Sim!
—  Ex: COMPOSTOS = { x| x = pqg, para inteiros
p.q >1}
— Certificado?
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A classe NP

* NP € a classe de todas as linguagens polinomialmente
verificaveis

* Um problema NP também pode ser P?

Sim!

Ex: COMPOSTOS ={ x| x = pq, para inteiros
p.q >1}

Certificado? Um dos divisores

Ha um algoritmo polinomial que o resolve (esta
em P)

Ha um algoritmo polinomial que o verifique (esta
em NP)
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A classe NP

* NP vem de tempo polinomial nao-deterministico

* Teorema: Uma linguagem esta em NP se e
somente se ela é decidida por alguma maquina
de Turing nao-deterministica (MTN) de tempo
polinomial

— Lembrando que o tempo de uma MTN é o
tempo do ramo mais longo...

— O certificado € uma solugcao aceita em um
dos ramos

* Antes de provar o teorema, um exemplo
17



MTN que decide CAMHAM
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MTN que decide CAMHAM

* “Sobre a entrada <G, s, t>, onde G € um grafo direcionado
comnos s e t:

1. Escreva uma lista de m numeros, p,, ..., p_,ondeme o

numero de nds em G. Cada numero na lista é
selecionado nao-deterministicamente entre os numeros 1

am.
2. Verifique se ha repeticdes na lista. Se houver, rejeite.
3. Teste se s =p. et=p_.Se um dos testes falhar, rejeite.

4. Para cada i entre 1 e m-1, verifique se (p, p,,,) € uma
aresta de G. Se alguma nao for, rejeite. Caso contrario,

acelte.”
19



MTN que decide CAMHAM

* “Sobre a entrada <G, s, t>, onde G € um grafo direcionado
comnos s e t:

1. Escreva uma lista de m numeros, p,, ..., p_,ondeme o

numero de nds em G. Cada numero na lista é
selecionado nao-deterministicamente entre os numeros 1

am.
2. Verifique se ha repeticdes na lista. Se houver, rejeite.
3. Teste se s =p. et=p_.Se um dos testes falhar, rejeite.

4. Para cada i entre 1 e m-1, verifique se (p, p,,,) € uma
aresta de G. Se alguma nao for, rejeite. Caso contrario,

acelte.”

. . . 20
Tempo polinomial nao-deterministico



A classe NP

* Teorema: Uma linguagem esta em NP se e
somente se ela é decidida por alguma maquina
de Turing nao-deterministica de tempo
polinomial

* |deia da prova: mostrar como converter um
verificador de tempo polinomial para uma MTN
decisora de tempo polinomial equivalente e
vice-versa

21



Prova

Uma linguagem esta em NP => ela € decidida por
alguma maquina de Turing nao-deterministica
de tempo polinomial

* Seja V o verificador de tempo polinomial (n*) de
uma linguagem Aem NP. AMTN N sera:
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Prova

Uma linguagem esta em NP => ela € decidida por
alguma maquina de Turing nao-deterministica
de tempo polinomial

* Seja V o verificador de tempo polinomial (n*) de
uma linguagem Aem NP. AMTN N sera:

N = “Sobre a entrada w de comprimento n:

1. Nao-deterministicamente selecione uma cadeia
c de comprimento no maximo nk.

2. Rode V sobre a entrada <w,c>

3. Se V aceita, aceite; caso contrario rejeite.”
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Prova

Uma linguagem esta em NP <= ela é decidida por
alguma maquina de Turing nao-deterministica de
tempo polinomial
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Prova

Uma linguagem esta em NP <= ela é decidida por
alguma maquina de Turing nao-deterministica de

tempo polinomial

* Seja N uma MTN que decide uma linguagem Aem NP.
V o verificador de tempo polinomial de A sera:

25



Prova

Uma linguagem esta em NP <= ela é decidida por
alguma maquina de Turing nao-deterministica de

tempo polinomial

* Seja N uma MTN que decide uma linguagem Aem NP.
V o verificador de tempo polinomial de A sera:

V = “Sobre a entrada <w,c> onde w e ¢ sdo cadeias:

1. Simule N sobre a entrada w, tratando cada simbolo de
c como uma descricao da escolha nao-deterministica a

fazer a cada passo.

2. Se esse ramo da computacao de N aceita, acelite;
caso contrario rejeite.”
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Classe de complexidade de tempo
nao-deterministico

* NTIME(t(n)) ={L| L € uma linguagem decidida
por uma maquina de Turing nao-deterministica
de tempo O(t(n))}

« NP = U, NTIME(n*).

- P=U, TIME(n*) (relembrando...)
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Exemplos de problemas em NP

Dado um grafo nao direcionado G:

* Cligue: subgrafo no qual todo par de nos esta
conectado por uma aresta (subgrafo completo)

N
/

@, (> )

* K-cligue: clique de k nés
* Exemplo de 5-clique:

28



Exemplos de problemas em NP

Linguagem de um grafo com um clique (de
qualquer tamanho:)
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Exemplos de problemas em NP

Linguagem de um grafo com um clique (de
qualquer tamanho:)

CLIQUE = {<G, k> | G € um grafo nao-direcionado
com um k-clique}

30



Clique esta em NP

* |deia da prova: quem € o certificado?
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Cligue esta em NP

* |ldeia da prova: quem € o certificado? O clique
* Prova: verificador V.
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Cligue esta em NP

* |ldeia da prova: quem € o certificado? O clique
* Prova: verificador V:
V = “Sobre a entrada <<G,k>,c>:
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Cligue esta em NP

* |deia da prova: quem € o certificado? O clique
* Prova: verificador V:

V = "Sobre a entrada <<G,k>,c>:

1. Teste se ¢ € um conjunto de k nés em G

2. Teste se G contem todas as arestas
conectando cada par de nos em c

3. Se ambos os testes forem positivos, aceite;
caso contrario, rejeite.”
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Cligue esta em NP

* Prova alternativa: a MTN N que decide
CLIQUE:
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Cligue esta em NP

* Prova alternativa: a MTN N que decide
CLIQUE:

N = "Sobre a entrada <G,k>, onde G é um grafo:

1. Nao-deterministicamente, selecione um
subconjunto ¢ de k n6s de G

2. Teste se G contem todas as arestas
conectando cada par de nos de C

3. Se sim, aceite; caso contrario, rejeite.”
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SOMA-SUBC

* Colecao de numeros x1, ..., Xk e um numero
alvo t. Ha uma subcolecao cuja soma seja t?

SOMA-SUBC = {<S, t>| S = {x1, ..., Xk} e para
algum {y1, ..., yl} subconjunto de {x1, ..., xk},

> yi=t}
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SOMA-SUBC esta em NP

* Certificado?
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SOMA-SUBC esta em NP

* Certificado? O subconjunto
* Prova: Verificador V:
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SOMA-SUBC esta em NP

* Certificado? O subconjunto
* Prova: Verificador V:
V = “Sobre a entrada <<S,t>,c>:

1. Teste se ¢ € uma colecao de numeros que
somam t.

2. Teste se S contém todos 0os numeros de c.

3. Se ambos os testes forem positivos, aceite;
caso contrario, rejeite.”
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SOMA-SUBC esta em NP

* Prova alternativa: MTN N decisora:

N = “Sobre a entrada <S, t>:

1. Nao-deterministicamente selecione um
subconjunto ¢ dos numeros em S.

2. Teste se c € uma colecao de numeros que
somam t.

3. Se sim, aceite; caso contrario, rejeite.”
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coNP

* Os complementos de CLIQUE e de SOMA-
SUBC estao em NP?

42



coNP

* Os complementos de CLIQUE e de SOMA-
SUBC estao em NP?

* Nao se sabe...

* Verificar que algo NAO esta presente parece ser
mais dificil...

* CoNP ={L|Leéeumalinguagem que € o
complemento de uma linguagem que esta em
NP}
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P versus NP

P € um subconjunto de NP

Questao: P é igual ou diferente a NP?
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P versus NP

P € um subconjunto de NP
Questao: P é igual ou diferente a NP?

— Um dos maiores problemas nao-resolvidos da
computacao

Acredita-se que sejam diferentes

Muitos esforcos para encontrar algoritmos polinomiais para
certos problemas em NP

Mas provar que P # NP também & complicado (provar que
nao existe um tal algoritmo...)

NP subconjunto de EXPTIME = U, TIME(2")

Mas nao sabemos se NP € subconjunto de4léma classe de
complexidade menor
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