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Comentarios iniclais

« Um dos resultados teoricos mais importantes para a classe de
linguagens regulares:

« “Toda linguagem regular possui um autémato finito
deterministico, minimo e unico que a reconhece”



Comentarios iniclais

« Importancia desse resultado:

» Foi demonstrado que esse resultado é valido apenas para a
classe das linguagens regulares

 Possibilita a construcao de reconhecedores sintaticos
extremamente compactos e eficientes

» E possivel automatizar a minimizacdo de autdbmatos finitos

« Automato finito minimo € unico para cada linguagem regular,
possibilitando a elaboracao de novos metodos no estudo de

linguagens formais

- P.ex. pode-se verificar a equivaléncia de duas linguagens regulares
atraveés da reducéo dos correspondentes autdmatos finitos as suas

versoes equivalentes minimas



Metodo de minimizacao de estados: etapas

« Partimos do pressuposto de que o autdmato a ser minimizado é
deterministico

=>»Nao possui transicoes com cadeia vazia

* Processo de minimizacao do nimero de estados ocorre em
duas etapas:

1. Eliminacao de estados inacessiveis e estados inuteis
2. Agrupamento e fusao de estados equivalentes



Estados inacessiveis

« Um estado g; é dito inacessivel se nao existe no automato
qgualquer caminho, formado por transi¢cdes validas, que leve do
estado inicial até g;

« Estados inacessiveis ndo contribuem para o poder de
reconhecimento do automato, ja que nenhuma cadeia w € X*
pode levar o autdmato do estado inicial até esses estados.

a




Estados inacessiveis

« Algoritmo para eliminacao de estados inacessiveis:

Duas marcas para cada estado: acessivel e finalizado; o
meétodo inicia com todos os estados em branco

1. Marque o estado inicial como acessivel (mas ndo como
finalizado)

2. Enquanto houver um estado g; marcado como acessivel
mas nao finalizado:
- Para cada estado g; ainda nao marcado, tal que haja uma transicao
a
q; — qj, marque q; como acessivel

- Quando todos os estados vizinhos de g; tiverem sido inspecionados,
marque g; como finalizado.

3. Elimine todos os estados nao marcados
Obs: Busca pode ser em largura ou em profundidade



Estados inuteis

« Um estado g; € dito inutil se ndo existe no autdmato qualquer
caminho, formado por transi¢cOes validas, que leve de g; até
algum estado de aceitacao

* Nenhuma cadeilaw € X*
conduz o autdbmato de
um estado inutil até um
dos estados finais.




Estados inuteis

« Algoritmo para eliminacao de estados inuteis:

Duas marcas para cada estado: util e finalizado; o método
Inicia com todos os estados em branco

1. Margue todos os estados de aceitacao como estados uteis
(mas nao como finalizados)

2. Enquanto houver um estado q; marcado como util mas nao
finalizado:
- Para cada estado g; ainda nao marcado, tal que haja uma transicao
a
qj — q;, marque g; como util

- Quando todos os estados satisfazendo a condicao (a) tiverem sido
Inspecionados, marque g; como finalizado.

3. Elimine todos os estados nao marcados

Dica: usualmente, € mais eficiente criar um grafo transposto (invertendo as
orientacOes das transicoes)



Equivaléncia entre estados

* Notacao:

« Dado um estado p qualquer do AFD e uma cadeia x, denota-
se (p,x) F* (g, €) quando, partindo do estado p, 0 AFD parar
sobre o estado g apds consumir toda a cadeia x

* Definicao: Considere um AFD M = (Q, %, §, q,, F) e dois estados
q1,q, € Q. Diz-se que a cadeia x € X* distingue g, de g, se
(g1, x) F* (g3,¢€), (g, x) F* (q4,€) €, de forma exclusiva, ou g5 €
Fouq,€F

 Em outras palavras, uma cadeia x distingue g, de g, quando,
para ser integralmente consumida a partir de cada um desses
dois estados, ela conduzir o autdmato a um estado final em

apenas um desses casos



Equivaléncia entre estados

« Definicdo: Dois estados q4, g, sao ditos k-indistinguiveis
(denotado por g; = g,) se e apenas se ndo houver cadeia x,
|x| < k, que permita distinguir g, de g,

« De acordo com a definicao acima, para quaisguer pares de
estados q;,q; € Q, valem:

* q; =’ q; se e somente se ambos forem de aceita¢éo ou
nenhum for de aceitacao:
q =" q; © (9,9, €FV q,q; € Q —F)

» q; =¥ q; se e somente se:

- q;=1q;e

- Ya€Zx 6(g;,a) =1 5(qj,a)
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Equivaléncia entre estados

« Definicdo: Dois estados g4, g, sao ditos indistinguiveis ou
equivalentes (denotado por
g, = q,) Se e apenas se eles forem k-indistinguiveis para todo
k>0

« A definicao acima poderia sugerir que, para poder-se saber se
dois estados s&o equivalentes, seria necessario verificar todas
as cadeias de tamanho arbitrario - Impossivel!

« O teorema a seguir garante a existéncia de um método que, em
um numero finito de passos, identifica os estados equivalentes.
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Equivaléncia entre estados

« Teorema: Seja M = (Q,%, 6, gy, F) um AFD com n estados, e
considere dois estados quaisquer q4,q, de M.
Entdo, g, = g, se e somente se q; =2 q,.

« Esse teorema afirma que, para se garantir a equivaléncia de dois estados
em um AFD com n estados, € suficiente garantir sua (n — 2)-
indistinguibilidade, ou seja, ndo ha necessidade de se considerar cadeias
de comprimento maior que n — 2

* |deia da demonstracao:
* g, =q, = g, =2 g,: imediato, pois g; =X g, = g, =K1 g,
—Nn—2

°*q1 = d; = 41 = (3.

- Trivial se o autbmato tiver estados que sao somente de aceitacédo ou de
rejeicao: nesse caso, quaisquer pares de estados g4, g, sao
indistinguiveis, pois ambos levam qualquer cadeia w simultaneamente
para um estado de aceitacédo ou de rejeicao (assumindo gque a funcao
de transicao §: Q X ¥ — Q seja total)
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Equivaléncia entre estados

« ldela da demonstracao (cont):

* 41

—n-2 — )
=""%¢g, = q; = q, (cont):

Consideremos agora 0 caso mais geral em ha tanto estados finais como
nao-finais em M.

De acordo com o critério =, o conjunto Q pode ser particionado
Inicialmente em dois grandes grupos:

* O primeiro formado pelos estados finais (F)
* O segundo pelos estados néo finais (Q — F)

« Trata-se, portanto, do primeiro de uma série de sucessivos
refinamentos do o objetivo de determinar as classes de
equivaléncias de estados de M.

O Xo
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Equivaléncia entre estados

« ldela da demonstracao (cont):

* g1 =% q, = q1 = g, (cont):

- Executa-se, em seguida, para cada um dos dois subconjuntos obtidos
através de _EO, seu refinamento (particionamento) atraves de
relacbes =, i = 1,2,3,etc.

- Como M possui n estados (sendo alguns finais e outros néo), o maior
subconjunto de Q criado através de =° possui no maximon — 1
estados; portanto, havera no maximo n — 2 refinamentos sucessivos
de =° gerando conjuntos de classes de equivaléncia, distintas umas
das outras.




Equivaléncia entre estados

« ldela da demonstracao (cont):

P :TL—Z — .
q1 =""° q2 = q1 = q2 (cont):

- Para completar a demonstracéo, basta provar que cada um dos n — 2
particionamentos distintos sucessivos (N0 maximo) refere-se ao uso
correspondente de cadeias de comprimento 1,2, ...,n — 2, para efetuar o
teste de distinguibilidade do par de estados.

Consequentemente, nao ha possibilidade de ocorrer um novo

particionamento distinto dos anteriores para cadeias de comprimento

k se os particionamentos obtidos para cadeias de comprimento k — 1

e k — 2 se mostrarem idénticos.

- Para provar essa afirmacao, considere-se 0 conjunto de todas as
classes de equivaléncia de M que satisfazem simultaneamente as

relacbes =* e =k*1, Nesse caso, essas mesmas classes de
equivaléncia satisfazem a =**2, =**3 e assim sucessivamente.
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Equivaléncia entre estados

« ldela da demonstracao (cont):

° = —2 = '
q1 =""° q2 = q1 = q2 (cont):
- Considere-se, por exemplo, uma situacao hipotética em que:
i. arelacdo =" particiona um certo conjunto Q em trés subconjuntos

Qo, Q1 € Q2;

ii. arelacdo =**! preserva o particionamento da relacdo =* inalterado;

iii. arelacdo =*** produz uma parti¢éo diferente, digamos
Qo R,SeQ,, COmMRUS=0Q;,RNS=0:

= £00,01,0; s
=k+2, 82 1215%2 Q R odi

- Admitindo-se, por hipotese, que Q; seja particionado
em duas novas classes de equivaléncia R, S, i1SS0
Significa que existem q1, 4> = Ql tais que g, 5_tk+2 Qy. e
Mas para que isso fosse verdade, seria necessario, QZ
de acordo com a definicéo, que:

1) q % qy, 0u
2) 8(qq,a) £t 8(q,,a) paraalguma € X . 16




Equivaléncia entre estados

« ldela da demonstracao (cont):

* g1 =% q, = q1 = g, (cont):

- A condicao (1) é falsa, pois de acordo com a hipotese original, g4,q, €
Q, e portanto q; =**1 g,.

- A condicdo (2) também é falsa, pois se g, =**! g, entéo
5(qq,a) =" §(g,,a); como, por hipétese, as particdes produzidas pelas
relaces =" e =**1 sdo idénticas, entdo §(qq, a) =1 §(qy, a).

- Fica, portanto, demonstrado que:

Na hipotese de serem obtidos dois conjuntos idénticos de classes de
equivaléncia para k e k + 1, ndo havera mais necessidade de se
analisar a equivaléncia de tais classes para valores maiores

do que k.

Para um autdmato finito com n estados, havera no maximon — 1
conjuntos distintos de classes de equivaléncia (= e os demais

n — 2), cada qual associado a cadeias de comprimento O até n — 2,
nao havendo, portanto, necessidade de se examinar a equivaléncia
de tais classes para cadeias de comprimento superioran — 2. [
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Etapas para Minimizacao de Estados

Remocéao dos estados inacessiveis e indteis
ldentificacéo dos pares de estados equivalentes entre si;

Agrupamentos dos estados em classes de equivaléncia, cada
uma identificada pelo seu representante

Criacao de um novo AFD (minimo)

* Novos estados correspondem aos representantes das classes
de equivaléncias do AFD original,

* Novas transicoes sao obtidas do AFD original, substituindo a
referéncia aos estados originais pelos respectivos
representantes

18



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
algoritmo

 Entrada: um AFD M = (Q, %, 6, qy, F)

« Saida: Uma particao Q,, Q4, ..., Qx do conjunto Q de estados, de
tal forma que seus elementos correspondem as mais amplas
classes de equivaléncias de estados existentes em Q.

1. Divide-se o conjunto original de estados de M nos dois
subconjuntos que compdem sua particao inicial:

- Subconjunto dos estados finais;
- Subconjunto dos estados nao finais.

- Justificativa: Em um AFD, um estado final, qualquer que seja ele, é
sempre distinguivel de um estado nao final (ja que a cadeia vazia 0s

distingue).
2. Essa particao inicial corresponde, portanto, ao resultado da
aplicacdo da relacao =° ao conjunto Q.

(Continua) 19



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
algoritmo

(Continuacéao) _ _ o
Para cada um dos subconjuntos obtidos em (1), refina-los
em novas particdes, segundo o critério:

- Dois estados g;, q; de um mesmo subconjunto @;, obtido de uma

particao prévia do conjunto Q de estados, sao equivalentes se e
somente se:

- q; € q; tém transic¢oes definidas sobre o mesmo conjunto de simbolos
Scie

- Para cada um desses simbolos a € S:
+ 68(q;,0) =6(qj,a)ou
+ 8(qi,a) # 6(q;,a) mas 8§(q;, a) e §(q;,a) sdo equivalentes.

- Caso contrario, g; € q; nao sao equivalentes e devem, portanto, ensejar
uma particéo de Q;.
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ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
algoritmo

- Representacdes dos casos que satisfazem a condicao 2b do algoritmo:

| TransicOes com as mesmas Estados

o c pA - .

(f entradas para estados idénticos equivalentes
, !

rel |7

O 0n0
TransicOes com as mesmas

. ) a
entradas para estados equivalentes % J ﬁ@l

ONO

7
o

&
TransicOes com as mesmas
2 entradas para estados idénticos

[ ' )é e equivalentes
4]
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ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
Implementacao
« Para a identificacao de estados equivalentes, a estrutura de
dados a ser preenchida € uma matriz binaria E|[i, j], indicando

se 0s estados distintos
q; € q; Sao ou nao equivalentes

« Exemplo: considere o AFD abaixo e respectiva matriz E[i, j]

q0 ql g2 q3 qd4

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

equivalentes ’



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -

Implementacao

« E[i,j] é atualizada iterativamente, como segue:

1.

Separacao dos estados finais e nao finais:

Para cada par de estados g;, q;, se ambos forem finals ou ambos forem
nao finais, defina E[i, j] = E[j, i] = 1; caso contréario,

Eli,j] =E[j,i]=0

Marcacao dos estados que nao tenham transicoes sobre os mesmos
simbolos:

Para cada par de estados g, q; tais E[i, j| = 1, se houver algum simbolo
a € X tal que 8(q;, a) esteja definida mas 8(q;,a) ndo esteja (ou vice-
versa), entao marque-0s como nao equivalentes:

El[i,j] = Elj,i] =0

Repita o procedimento abaixo até que nenhuma nova posicao de M seja
modificada:

Para cada par de estados g, q; tais E[i, j| = 1, se houver algum simbolo
a € X tal que 8(g;, a) e 8(q;,a) ndo seja, equivalentes, entdo marque

qi,q; como ndo equivalentes: E[i, j] = E[j,i] =0
23



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
Implementacao
« Exemplo: considere o AFD abaixo e respectiva matriz E[i, j]

« Separacao dos estados finais e nao finais

24



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
Implementacao
« Exemplo: considere o AFD abaixo e respectiva matriz E[i, j]

« Marcacao dos estados que nao tenham transicoes sobre os
mesmos simbolos

[EEY
o
PO |0 |0

)
O|0o|OC|O

o

o

Estados g, e g, aceitam transicoes
com o simbolo 2, enquanto g, ndo
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ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
Implementacao
« Exemplo: considere o AFD abaixo e respectiva matriz E[i, j]

« Marcacao dos estados que possuam transicoes nao
equivalentes

g0 | g1 | q2 | g3 | g4
q0 0 0 0 0
ql 0 1 0 0
g2 0 1 0 0
q3 0 0 0 0
qd 0 0 0 0

8(qs3, 2) e 6(q4,2) ndo séo equivalentes

26



Agrupamentos dos estados em classes de
equivaléncia - implementacao
 ldentificacao da classe de equivaléncia de cada estado do AFD

é fornecida pelo vetor rep[i]:

* rep[i] = representante da classe de equivaléncia a qual o
estado g; pertence

 repli] é atualizado como segue:
* |nicialize repli] = —1, para todo g;
* Inicialize o contador C =0
« Enquanto houver algum estado g; tal que repli] = —1, faca:

- Incremente o contador: C =C + 1
- repli]=C—-1
- Para todos os estados g; tais que E[i, j| = 1, atribua rep|j] = repli]

27



ldentificacao dos pares de estados equivalentes -
Implementacao

« Exemplo: Identificacédo das classes de equivaléncia:

q0 | g1 | g2 | q3 | g4
q0 0 0 0 0
ql 0 1 0 0
g2 0 1 0 0
q3 0 0 0 0
a4 0 0 0 0

q rep
q0 0
ql 1
g2 1
g3 2
q4 3

28



Criacao do novo AFD minimo - algoritmo

Entrada: um AFD M = (Q,%, 6, qq, F)

Saida: um AFD M' = (Q',%,6',q,', F") tal que L(M') = L(M)
e M' ndo contenha nenhum par de estados equivalentes

Obter a matriz de estados equivalentes E[i, j] e o vetor de
representantes rep|i], conforme descrito anteriormente.
Construir M’ tal que:

« Q' =1{0,1,...,C — 1}: conjunto das classes de equivaléncia (cada qual
representada por um indice

« §": Para cada transicao no AFD original, §(q;, a), atribua
§'(repli], a) = repl6(q, a)]

* qo = rep[qo], ou seja, o estado correspondente a classe de equivaléncia
gue contém g, € Q

« F' ={replq] | q € F}, ou seja, todas as classes de equivaléncia contendo
estados finais no AFD original

29



Criacao do novo AFD minimo - exemplo

« Exemplo: Criacao do AFD final:

Autdbmato final

0 | q1 | 92 | a3 | q4 q | rep
q0 ol ol o] o q0 | o
ql | O 1 0 0 ‘ ql 1
q2 0 1 0 0 g2 1
q3 0 0 0 0 q3 2
a4 | 0 [ o[ oo a4 | 3 2
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