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EXEMPLO I.77

Algumas vezes, "bombear para baixo" 6 ritil quando aplicamos o lema do bom-
beamento. IJsamos o lema do bombeamento para mosrrar que E - {oi(lf > iy
ndo 6 regular. Aprova 6 por contradigSo.

Suponha que E seja regular. Seja p o comprimento de bombeamenro paru E
dado pelo lema do bombeamento. Seja s : QP*1lp. Entio s pode ser dividida
em rAz, satisfazendo as condig6es do lema do bombeamento. Pela condigdo 3,
y contem somente 0s. Vamos examinar a cadeia nyyz paraver se ela pode estar
em E. Adicionar uma c6pia extra de y aumenta o nfmero de 0s. Mas, como
-E cont6m todas as cadeias em O* 1* que tem mais 0s que 1s, aumentando-se
o nfmero de 0s obt6m-se ainda uma cadeia em E. Nio ocorre contradigio.
Precisamos tentar alguma outra coisa.

O lema do bombeamento afirma qtoe ryiz € -E mesmo quando i : 0; assim,
vamos considerar a cadeia rao z - rz. Removendo-se a cadeia g, o nfmero de
0s em s diminui. Lembre-se que s tem apenas um O a mais que 1s. Portanto,
nz ndo pode ter mais 0s que 1s e, logo, nio pode ser um membro de -8. Dessa
forma, obtemos uma contradigdo.
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EXERCiG IOS

Rl.1 A seguir esteo os diagramas de estado de dois AFDs, Mt e Mz. Responda is seguin-
tes quest6es sobre cada uma dessas mSquinas.

a. Qual 6 o estado inicial?

b. Qual 6 o conjunto de estados de aceitaEio?

c. Por qual seqti6ncia de estados a m6quina passa para a entrada aabb?

d. A mSquina aceita a cadeia aabb?

e. Amiquina aceia a.cadeia e?

M2M1
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R1.Z lC a descriEdo formal das m6quinas Mr e Mz desenhadas no Exercicio 1.1.

1 .3  Adesc r i g i o fo rma ldeumAFD U6( {o t , q2 jqs )q4 )Qs } , {u ,d } ,d ,q : , { as } ) , ondea
6 dada pela tabela a seguir. D6 o diagrama de estados dessa m6quina.

qi. q2
qr Qz
q2 Qs
Qs Qs
q4 Qs

1.4 Cada uma das linguagens a seguir 6 a interse$o de duas linguagens mais simples.

Em cada caso, construa AFDs para as linguagens mais simples, e depois combine-

os usando a construEio discutida na nota de rodap6 3 (p6gina 47) para obter o

diagrama de estados de um AFD para a linguagem dada. Em todos as casos, X :

{ . ,  b } .

a. {t rl ur tem pelo menos tr6s as e pelo menos dois bs}
*U. 

{rl ?, tem exatamente dois as e pelo menos dois bs}

c. {.1 u tem um nrimero par de as e um ou dois bs}
^a. 

{rl u tem um nfmero par de as e cada a 6 seguido por pelo menos um b}

". {.1 ?, tem um nrimero par de as e um ou dois bs}

Q.'trt u tem um nfmero fmpar de as e termina com um b)

*--\.g. i {u,l tl tem comprimento par e um nrimero impar de as}

1.5 Cada uma das linguagens a seguir 6 o complemento de uma linguagem mais sim-

ples. Em cada caso, construa um AFD para a linguagem mais simples, e use-o para

obter o diagrama de estados de um AFD para a linguagem dada. Em todos os casos
1 :  { a , b } .

*". 
{rl tl nio cont6m a subcadeia ab}

^b. 
{trr1 ur n5o cont6m a subcadeia baba}

G) ttr;t tr nio cont6m nem a subcadeia ab, nem ba)

d. {.1 ur 6 qualquer cadeia que nio est6 em a.b.}

e. {trl u 6 qualquercadeia que nlo esti em (ab')-}

f, {wl w 6 qualquer cadeia que n5o est6 em a. U b* }

- ,', {wl w 6 qualquer cadeia que nIo cont6m exatamente dois as}

h.' {Tll tr 6 qualquer cadeia, exceto a e b}

1.6 De diagramas de estado de AFDs que reconhecem as linguagens a seguir. Em todos

os casos o alfabeto 6 {0,1}

u {-l ?, comega com um 1 e termina com um 0}

b. {rl ur cont6m pelo menos tr€s 1s}

". {yl u cont6m a subcadeia 0101, isto 6, w : r}lOly para algum e e algum

Y J
d. {.1 tr tem comprimento pelo menos 3 e seu terceiro simbolo 6 um 0}

(€1\ {.1 ?, comega com 0 e tem comprimento impar, ou comega com 1 e tem
-'-' 

comprimento par)

O1

Cl2
qB

q4

Qr
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f. {wl w n5o cont6m a subcadeia 110}

f$ {rl o comprimento dew 6,no m6ximo 5}

i6 {rt u., 6 qualquer subcadeia exceto 11 e 111}
Y {rl toda posigio impar de t, 6 um 1}
j. {rl - cont6m pelo menos dois 0s e no miximo um 1}
k .  { e ,0 }

@ trt tl cont6m um nrimero par de 0s, ou cont6m exatamente dois 1s]

87

m. O conjuntovazio
n. Todas as cadeias exceto a cadeiavazia

1.7 De diagramas de estado de AFNs com o nrimero especificado de estados reconhe-
cendo cada uma das linguagens a seguir. Em todos os casos o alfabeto 6 {0,1}.

Ra. A linguagem {tll u-, termina com 00} com tres estados
b. Alinguagem do Exercicio 1.6c com cinco estados
c. Alinguagem do Exercicio 1.61 com seis estados
d. Alinguagem {o} com dois estados

-) e. A linguagem O* 1*O+ com tr€s estados
Rf. Alinguagem 1*(oo1')* com tres estados
g. Alinguagem {e} com um esado

h. Alinguagem0* comum estado

1.8 Use a construgSo dada na prova do Teorema l'.45 paraapresentar os diagramas de
estados dos AFNs que reconhecem as uni6es das linguagens descritas em

a. Exercicios l.6a e 1.6b.

b. Exercicios l.6c e 1.6f.

1.9 Use a constnrgio fornecida na prova do Teorema 1.47 para dar os diagramas de
estados dos AFNs que reconhecem as concatenag6es das linguagens descritas em

a. Exercicios 1.69e 1.6i.

b. Exercicios 1.6b e 1.6m.

1.10 Use a construgio dada na prova do Teorema 1.49 para apresentar os diagramas de
estado dos AFNs que reconhecem as estrelas das linguagens descritas em

a. Exercicio 1.6b.
b. Exercicio 1.6j.

c. Exercicio 1.6m.
R1.11 Prove que todo AFN pode ser convertido para um outro equivalente que tem um

.--\ fui"o estado de aceitaqio.
'i.tz 

)S"1" 
p : {wl u cont6m um nfmero par de as e um nfmero impar de bs e nio

\,*/ cont6m a subcadeia ab). Apresente um AFD com cinco estados que reconhega D e
uma expressSo regular que gere D. (SugestSo: descreva D com mais simplicidade.)

1.13 Seja F a linguagem de todas as cadeias sobre {o,t} que nio contenhamum par de
1s que estejam separados por um nrimero impar de simbolos. Apresente o diagrama

.! de estados de um AFD com cinco estados que reconheEa F. (7oc6 pode achar ftil
" encontrar primeiro um AFN de quatro estidos para o complement; de .F .)
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a. Mostre que, se LI 6, um AFD que reconhece a linguagem B, tornando-se

estados de aceitagSo os estados de M que nio sdo de aceitagio, e vice-versa,

obt6m-se um novo AFD que reconhece o complemento de B. Conclua que

a classe das linguagens regulares 6 fechada sob complemento.

b. Mostre por meio de um exemplo que, se M 6. um AFN que reconhece a

linguagem C, tornando-se estados de aceitaEio os estados de M que nio sio

de aceitagio, e vice-versa, ndo necessariamente se obt6m um novo AFN que
reconhece o complemento de C. A classe das linguagens reconhecidas por

AFNs 6 fechada sob complemento? Explique sua resposta.

1.15 De um contra-exemplo para mostrar que a seguinte construgio falha em provar o
Teorema 1.49, o fecho da classe de linguagens regulares sob a operagio estrela.b Su-

ponha que l /r  :  (Qr, E,6r,qt,Fr) reconhega Ar. Construa Iy'  :  (Qr, 8,6,q1, F)

como seg:ue. ly' supostamente reconhece ,41.

a. Os estados de ly' sio os estados de ly'r.

b. O estado inicial de Iy' 6 o mesmo que o estado incial de Iy'r.

c .  F : { q r } u r r .
Os estados de aceitagio .F. sio os estados de aceitagio antigos mais seu estado
inicial.

d. Definad de modo que para qualquer s e Q e qualquer a €8,,

A ( -  ^ \  -
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'1.1)+,

/': 

-t\

[ 1.16-/

{ 6 t ( q , a )  
q /  f i o u a l  e

f d r ( q , a )  u  { q r }  e  €  F r  e a :  e .

(Sugestio: Mostre essa construgio graficamente, como na Figura 1.50.)

lJse a construgio dada no Teorema 1.39 para converter os dois aut6matos fini-

tos nio-deterministicos apresentados a seguir em aut6matos finitos determinfsticos
equivalentes.

1
7-\
l 2 )

a

" \  /  
^ 'o

( : f )u

(b)(a)

1.17"f a. D6 um AFN que reconheqa a linguagem (01 u 001 u 010)-.
-- '/ b. Converta esse AFN em um AFD equivalente. Apresente apenas a parte do

AFD que 6 alcang6vel a partir do estado inicial.

1.18 De express5es regulares que gerem as linguagens do Exercicio 1.6.

8 E* ootr"r palawas, voc6 deve apresentar um aut6mato finito, Iy'1, para o qual o

aut6mato construido, Iy', n5o reconhece a estrela da linguagem de ly'r.

b

o

z



(b)

e.
f.

c.
h.

(a)

EXERCTCTOS 89

1.19 Use o procedimento descrito no Lema 1.55 para converter as seguintes express6es
regulares em aut6matos finitos nio-deterministicos.

a.  (0 U 1) .000(0 u 1) .

b .  ( ( ( oo ) . (11 ) )  u  o r ) .

c. 0*

1.20 Para cada uma das linguagens a seguir, apresente duas cadeias que sejam mem-
bros e duas que ndo sejam membros - urn total de quatro cadeias para cada caso.
Presuponha o alfabeto 5 : {a,b} em todos os casos.

a .  a b

b. a(ua).u
c .  a - U b -

d. (aaa)-

I *aE*bX*aX*

aba U bab

(e U a)b

( a U b a U b b ) X -
, = .

( 1.2 I /se o procedimento descrito no Lema I ;60 para converter os seguintes aut6matos
\-/ finitos em expressdes regulares.

b

I

b

o>

za=\
i1.22 pm certas linguagens de programaEio, comentirios ocorrem entre delimitadores
vcomo /# e #/. Seja C a linguagem de todas as cadeias de coment6rios delimitados.

Um membro de C deve comegar com /# e terminar com #/, mas nio pode ter
qualquer outra ocorr6ncia de #,/. Por simplicidade, vamos dizer que os coment6rios
propriamente ditos s5o escritos com apenas os'simbolos a e b; assim, o alfabeto de
C  6 E :  { a , b , , / , # } .

a. D6 um AFD que reconhega C.

b. De uma expressio regular que gere C.

R1.23 Sela B qualquer linguagem sobre o alfabeto X. Prove que B : B' sse BB C B.

-/\
.{.2+ )Um transdutor de estad.o finito (IEF) 6 um tipo de aut6mato finito deterministico
Y.nju saida 6 uma cadeia, 

" 
tao rirnpi"rtnente aceite ott rejei,te. Os diagramas de

* estado a seguir sio dos transdutores de estado fitito Tt e Tz,

o
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olo
t lo

Cada transiEso de um TEF 6 rotulada com dois simbolos, um designando o simbolo
de entrada para aquela transigdo, e outro designando o simbolo de saida. Os dois
simbolos sio escritos com uma barra, /, separando-os. Em 7r, a transigio de 91
par^ q2 tem simbolos de entrada 2 e sfmbolo de saida 1. Algumas transig6es po-
dem ter mriltiplos pares de entrada-saida, como a transigio em 7r de g1 para si
pr6prio. Quando um TEF computa sobre uma cadeia de entrada tu, ele toma os
simbolos de entrada il)r . . .'tln um por um e, comegando no estado inicial, segu.e
as transig6es respeitando a igualdade entre os r6tulos de entrada e a seqii6ncia de
simbolos u)t . . .Irn : tl. Toda vez que ele passa por uma transigio, ele dd como
saida o simbolo de saida correspondente. Por exemplo, sobre a entrada 22t207L,a
mdquina ?r passa pela seqiiencia de estados qr, q2, q2, ez, ezt Qt, ql., qr e produz a

saida 1111000. Sobre a entrada abbb, ?2 produz a safda 1011. DO a seqii6ncia de
estados visitados e a saida produzida em cada um dos sezuintes casos.

i  / 1

ot 2

olo

- I 1

a. ?r sobre a entrada 011

b. 7r sobre a entrada 27L

c. ?i sobre a entrada !21

d. 7r sobre a entrada O2O2

?z sobre a entrada b

7z sobre a entrada bbab

7z sobre a entrada bbbbbb

?z sobre a entrada e

e.
f.

c.
h.

L,25 Leia a definigSo informal do transdutor de estado finito dada no Exercicio 1.24.
D€ uma definigio formal desse modelo, seguindo o padrio da Definigio 1.5
(p6gina 36). Suponha que um TEF tem um alfabeto de entrada E e um alfabeto
de saida I mas nio um coniunto de estados de aceitagio. Inclua uma definiEio
formal da computag5o de um TEF. (Dica: Um TEF 6 uma 5-upla. Sua fungio de
transiEio6daforma 6: Q x l-- iQ x f .)

1.26 Usando a solugio que voc6 forneceu para o Exercicio 1 .2 5, d6 uma descriE5o formal

,, ,,,.-. drt m6quinas Tt e Tz apresentadas no Exercic'io 1 .24.

N.ZZ D"i^a definigio informal do transdutor de estado finito dada no Exercicio 1.24. De

o diagrama de estados de um TEF com o seguinte comportamento. Seus alfabetos
de entrada e de saida sio {o,r}. Sua cadeia de saida 6 id€ntica i de entrada nas
posig6es pares, mas invertida nas posiq6es impares. Por exemplo, sobre a enrada

0000111 ele deve emit ir  a saida 1010010.

1.28 Converta as seguintes express6es regulares em AFNs usando o procedimento dado
no Teorema 1.54. Em todos os casos X : {a.b}.

2 / 7

Qr Qz

a. a(abb)-  U b
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b. a* u (au)*
/  , , , + \  + , +

c .  ( a u b  l a  D

1.29 Use o lema do bombeamento para mostrar que as linguagens a seguir nio sio re-

gulares.

R a .  A r - { o n t " 2 " l n > o }

b .  A z :  { w w w l , r  €  { a , b } . }
Rc. Ag : {u'" I r > 0} (Aqui, a2" significa uma cadeia de 2" as.)

1.30 Descreva o erro na seguinte "prova" de que 0.1. nio 6 uma linguagem regular.

(Deve existir um erro, pois 0* 1* 6 regtlar) A prova 6 por connadigio. Suponha

que O*1* seja regular. Seja p o comprimento de bombeamento para 0*1. dado

oelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0p1p. Voc6 sabe que s 6

u- membro de 0.1., mas o Exemplo 1.73 mostra que s n5o pode ser bombeada'

Assim, voc6 tem uma contradigio. Portanto, 0* 1* nio 6 regular.

PROBLEMAS

1.31  Paraqua lquercade iaru  :  u ) \1J)2 '  "n )n ,o reoerso  de ' t r ' ,escr i to  t ,6^cade ia tona
ordem reversa , i l )n'  '  'uzwt. Paraqualquer l inguagem A,seja AR : {wRlw e A)'

Mostre que se A 6 regular,, R tamb6m o 6.

1.32 Seja

' . : { is l . f3l . f?l  f l l }- - " -  l . L ' j ' L i l ' L o l ' ' L ; . i J '
Is cont6m todas as colunas de tamanho 3 de 0s e 1s. Uma cadeia de simbolos em

ls di tr6s linhas de 0s e 1s. Considere cada linha como um nfmero binirio e seja

s : {w€

Por exemplo,

tl

l! | a riltima linha de tr 6 a soma das duas primeiras]

f  r ' l  f  t l

L3l  L l l  .  " '  
mas Ii] *"

Mostre que B 6 regular. (Dica: trabalhar com B? 6 mais fdcil. VocC pode supor o

resultado afirmado no Problema 1.3 1.)

1.3 3 Seja
r , :  { [3],1?l, l l l , i i l ]

Aqui, Xz possui todas as colunas de 0s e 1s de altura dois. Uma cadeia de simbolos

em Iz d6 duas linhas de 0s e 1s. considere cada linha como um nrimero bin6rio, e

sela
C : {u e Xi I a riltima linha de tr 6 tr6s vezes a primeira}.

Por exemplo, tS] tl] t1] 13] . c,'"u' fi] t?] tl] e c. Mostre que C 6 resular'

ffoc€ pode supor o resultado afirmado no Problema 1.3 1')
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1.34 Seja X2 o mesmo que no Problema 1.33. Considere cada linha como um nrimero
bindrio, e seja

D : {w e E} | o nfmero na primeira linha de u., 6 maior que

o nrimero na riltima linha).

Por exemplo,  t : l t l l t l l [3]  .  I ,mas [ i ] t l l l l l tSl  /  D. Mostre que D 6
reg'ular.

1.35 Seja X2 o mesmo que no Problema 1.31. Considere a primeira e a riltima linhas
como cadeias de 0s e 1s, e seja

E : {w e Ei I a riltima linha de tr 6 o reverso da primeira linha de u}.

Mostre que E nio 6 regular.

1.36 Seja B. : {ahl k 6 um mriltiplo de n}. Mostre que para cada n } 1, a linguagem
Bn 6 regtilar,

1.37 Seja g. : {nlr 6 um nrimero bindrio mriltiplo de n}. Mostre que para cada n } l,
a linguagem Cn 6. reg'iar.

1.38 Um AFN -de-tod.os-os-caminhos M 6 uma S-upla (Q, E, 6,qs, F) que aceita s E 2*
se todo estado em que M pode estar ap6s ler a entrada r 6 um estado de F. Note
que, em contraste, um AFN ordindrio aceita uma cadeia se algum estado entre os
alcang6veis por M 6 um estado de aceitagio. Prove que os AFNs-de-todos-os-
caminhos reconhecem a classe das linguagens regulares.

1.39 A construgSo no Teorema 1.54 mostra que todo AFNG 6 equivalente a um AFNG
com apenas dois estados. Podemos mostrar que um fen6meno oposto ocorre para
AFDs. Prove que para todo k ) 1 existe uma linguagem An e {0,t}- que 6
reconhecida por um AFD com /c estados, mas nio por um com apenas /c * 1 estados.

1.40 Digamos que uma cadeia n 6, um pref.xo de uma cadeia g se existe uma cadeia z tal
qlre nz : g, e que r 6,umprefixo proprio de g se, adicionalmente, r * A. Em cada
um dos itens a seguir, definimos uma operagio sobre uma linguagem A. Mostre
que a classe das linguagens regulares 6 fechada sob aquela operagio.

Ra. XAOpRBFIXO(A) - 
{, e,Al nenhum prefixo pr6prio de tr 6 um membro

de .4).

b. NAOESTENDE(,4) - 
{* e Alw ndo 6 prefixo pr6prio de nenhuma cadeia

em,4) .

l.4l Pala as linguagens A e B, seja, o ernbaralhamento perfeito de A e B a linguagem

{ w l w :  a t b t . . . a p b p ,  o n d e a r  " . a k  €  A e h . . . b *  €  B ,  c a d a a t . , h  e  E } .

Mostre que a classe das linguagens regulares 6 fechada sob embaralhamento per-
feito.

1.42 Pala as linguagens Ae B,sejao embaralhamento de Ae B alinguagem

{ w l w :  a t b t . - . a p b 1 " ,  o n d e  a l  -  - . a k  €  A e h . . . b n  e  B ,  c a d a a t . , b t  € E - } .

., Mostre que a classe das linguagens regulares 6 fechada sob embaralhamento.
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1.43 Seja A uma linguagem qualquer. Defina REM(A) como a linguagem contendo
todas as cadeias que podem ser obtidas pela remoEio de um simbolo de uma cadeia
em ,4. Assim, REM(A) : {rzl ryz €. A onde r, z € E*,a € r}.Mostre que a
classe das linguagens regulares 6 fechada sob a operagio REM. Apresente ambas,
uma prova por meio de figuras e uma prova mais formal por construEdo' como no
Teorema 1.47.

R 1.44 Selam B e C Iinguagens sobre E : {0, L}. Defina

B L C : {weBlpara algum g€C, ascadeias ?rr e g/ contemnfmeroigual de 1s}

Mostre que a classe das linguagens regulares 6 fechada sob a operaEio l.

" 1 .45  Se ja  A IB :  {w lw r  €  Ap r raa lgumr  e  B } .  Mos t requese  A6 regu la reB6
qualquer linguagem, entlo Af B 6 regular.

1.46 Prove que as seguintes linguagens nlo sio regulares. Voc6 pode usar o lema
do bombeamento e o fechamento da classe das linguagens regulares sob uniio,
intersegdo e complemento.

a .  { 0 " 1 - 0 " 1  m , n }  0 }
R b .  

1 o - t " 1  m * n \

c. {.1 l, € {0,1}- nio 6 um palindromo}a

d.  {wtwl  ?r , t  €  {0,1} ' }

1.47 Seiam t : {1, #} e

y :  { . lw :  r t#rz* . . .#rp parak )  0,  cada r t  €  I * ,  e  16 f  n i  para i '  I  j ) .

Prove que Y nio 6. regular.

1.48 Sejam t  :  {0,1}  e

n : {wl ?, cont6m um nfmero igual de ocorr€ncias das subcadeias 01 e 10}.

Logo, 101 € D porque 10L cont6m um rinico 01 e um rinico 10, mas 1010 ( D
porque 1010 cont6m dois 10s e um 01. Mostre que D 6 uma linguagem regular.

l .4g a.  Seja A:  { lka la € {O, l )*  "g 
cont6mpelomenos kLs,patae > 1} .

Mostre que B 6 uma linguagem regular.

b.  Seja C :  { tka la e {0,1}*  "g 
cont6mno m6ximo k Is ,para k > 1} .

Mostre que C nio 6 uma linguagem regular.
R1.50 Leia a definigio informal de transdutor de estado finito dada no Exercicio 1.24.

Prove que nenhum TEF pode dar como saida wR, para toda entrada tr, se os alfa-
betos de entrada e de saida sio {0,r}.

1.51 Sejam r ey cadeiaseseiaL umaling-uagemqualquer. Dizemos quer eg s6o
d.istingiiizteis por L se existe alguma cadeia z tal que exatamente uma das cadeias,
rz orraz,6 um membro de l; caso contr6rio, para toda cadeia z,ternos rz € L

sempre qt reAz € t redizemosquef i  eg s io indis t ing i i iz :e ispor  L.  Setey
s5o indisting0iveis por tr escrevemos r =L a' Mostre que =, 6 uma relaqdo de
eauival6ncia.

9 \Jmpalindromo 6uma cadeia que tem a mesma leitura da frente para tr6s e de tr6s para

frerlt-e.

93
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R*1.52 Teorema de Myhill-Nerode. Olhe para o Problema 1.51. Seja,L uma linguagem
e suponha que X seja um conjunto de cadeias. Digamos que X 6 distingiiiztel daas-
a-duas por Z se cada duas cadeias distinas em X sio distingiiiveis por ,L. Defina
o indice d.e L como sendo o nrimero m6ximo de elementos em qualquer conjunto
que 6 distingiiivel duas-a-duas por -L. O indice de,L pode ser finito ou infinito.

a. Mostre que, se,L 6 reconhecida por um AFD com k estados, L temindice no
mdximo k.
Mostre que, se o indice de Z 6 um nrimero finito k, ela 6. reconhecida por um
AFD com k estados.
Conclua que .L 6 regular sse ela tem um indice finito. AI6m disso, seu indice
6 o tamanho do menor AFD que a reconhece.

1.53 Seja E :  {0,1,  +,  =}  e

SOMA: {r=g+zl:t,y,z slo inteiros bindrios, e r 6 a soma dey e z}.

Mostre Ete SOMA n5o 6 regular.

1.54 Considerealinguagemr' : {aiujcel i, j ,k > 0 esei : 1 entio j = k}.

a. Mostre que .F' n5o 6 regular.
b. Mostre que .F, funciona como uma linguagem regular no lema do bom-

beamento. Em outras palawas, d€ um comprimento de bombeamenro p e
demonstre que l' satisfaz as tr6s condig6es do lema do bombeamento para
esse valor de p.

c. Explique porque os itens (a) e (b) n5o contradizem o lema do bombeamento.

1.55 O lema do bombeamento diz que toda linguagem regular tem um comprimento
de bombeamento p, tal que toda cadeia na linguagem pode ser bombeada se ela
tiver comprimento p ou mais. Se p 6 um comprimento de bombeamento para a
linguagem A, o mesmo acontece com qualquer comprimento p' ) p. O compri-
mento ,ttinirno de bombeamento p^r^ 4 6 o menor p que 6 um comprimento de
bombeamento para A. Por exemplo, se A : 01*, o comprimento minimo de bom-
beamento 6 2. A razlo 6 que a cadeia s : 0 est6 em 4, tem comprimento L, e s n5o
pode ser bombeada, mas qualquer cadeia em.4 de comprimento 2 ou mais cont6m
um 1 e, portanto, pode ser bombeada pela divisio da mesma de forma que r : O,
U : L, e z seja o resto. Para cada uma das linguagens a seguir, d6 o comprimento
minimo de bombeamento e justique sua resposta.

Ra. 0001*
Rb.  o*1*

c.  001 u 0*1*
Rd .  o *1 *o *1 *  u  10*1

e.  (01)-

*  1.56 Se A 6 um conjunto de nrimeros naturais e k um nrimero natural maior que 1-, seja

Bk(A) : {ul w 6 a representagSo na base k de algum nfmero em 4}.

Aqui, nlo permitimos 0s i esquerda na representaESo de um nrimero. Por exemplo,
B, (i3, 5]) : {11, 101} e Bs({3, 5}) : {rO, 12}. D6 um exemplo de um conjunto
Apara o qual B2(A) seja regular, mas B3(,4) n5o seja. Prove que seu exemplo
funciona.

b.

c.

f.

c.
h.
1.

i .

1 .01 .01 -

10 (11 -0 ) -0
1011

t *



PROBLEMAS

-1.57 SeA6umalinguagemqualquer,seja,4l-oconjuntodetodasasprimeirasmetades
das cadeias em A, de modo que

At_ : {rl para alguma A, lr l: lgl e rg e A}.

Mostre que, se A 6. reg.iar, entdo A 1 - tamb6m o 6.
-1.58 Se A 6uma linguagem qualquer, seja Ay_2 o conjunto de todas as cadeias em A

com suas tergas partes do meio removidai, de forma que

A+_+ :  { rz l  para a lguma a,  l r l :  la l :  l " l  e  ryz e A} .

Mostre que, se A 6. regiar, ent5o 41- I nio 6 necessariamente regular.
. 1.59 Seja M : (Q,E, 6, qo, F ) um AFD e seja h um estado de M denominado s:aa " casa" .

Uma seqiiAncia sincronizadora para M e h 6. uma cadeia s € E* onde 6(q, s) : 71
para todo q e Q. (Aqui estendemos d para cadeias, de forma que d(g, s) 6 igual ao
estado em que M termina quando M inicia no estado q el6 a entrada s.) Digamos
que M €, sinc,ronizl.ztel se tem uma seqii6ncia sincronizadora para algum estado ft,.
Prove que, se M 6 um AFD sincroniz6vel de /c estados, enteo ele tem uma seqii6ncia
sincronizadora de comprimento no m6ximo k3. Voc6 pode encontrar um limite
melhor que esse?

1.60 Seja E : {a, b}. Para cada k } l, seja Cp a linguagem constituida de todas as
cadeias que contAm um a exatamente k posig6es a partir da extremidade direita.
Assim, Cr : E*a!&-1. Descreva um AFN com & * 1 estados que reconhega C7,,
ambos em termos de um diagrama de estados e de uma descriEdo formal.

1.61 Considere as linguagens Cr definidas no Problema 1.60. Prove que para cada k,
nenhum AFD pode reconhecer Cr com menos de 2* estados.

1.62 Seja E : {a, b}. Para cada k } l, seja Dp a linguagem constirufda de todas as
palavras que tCm pelo menos um a entre os riltimos k simbolos. Logo, Dp :
x-a(E U e)&-1. Descreva um AFD com no m6ximo ,k + 1 estados que reconhega
D4, ambos em termos de um diagrama de estados e de uma descrigdo formal.

1.63 a. Seja ,4. uma linguagem regular infinita. Prove que A pode ser dividida em
dois subconjuntos regulares disjuntos infinitos.

b. Sejam B e D duas linguagens. Escreva B e D se B C D e D cont6m infini-
tamente muitas cadeias que n5o estSo em B. Mostre que, se B e D s5o duas
linguagens regulares e B c D, enteo podemos encontrar uma linguagem
r e g u l a r C t a l q u e B e C e D .

1.64 Seja N um AFN com k estados que reconhece certa linguagem A.

a. Mostre que, se A 6, nio-vazia, ,4 cont6m alguma cadeia de comprimento no
m6ximo k.

b. Mostre, dando um exemplo, que a parte (a) ndo 6 necessariamente verdadeira
se voc6 subsituir ambos os AsporA.

c. Mostre que, se A 6. ndo-vazia, A cont6m alguma cadeia de comprimento no
mdximo 2F.

d. Mostre que o limite dado na parte (c) 6 quase exato; isto 6, para cada k,
mostre a exist€ncia de um AFN reconhecendo uma linguagem ,46 tal que
Ar, 6. ndo-uazia e as menores cadeias membros de Al" s6o de comprimento
exponencial em k. Aproxime-se do limite apresentado em (c) tanto quanto

I Pod"t'
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