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EXERCICIOS

R4.1 Responda a cada um dos itens abaixo para 0 AFD M e dé razdes para suas respostas.
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a. {(M,0100) € Aarp? d. (M,0100) € Aexr?
b. (M,Oll) € Aarp? e. (M) € Varp?
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(4.2 Considere o problema de se determinar se um AFD e uma expressio regular sio
" equivalentes. Expresse esse problema como uma linguagem e mostre que ele é

_ decidivel.
@3 /Seja TODASarp = {(A)| A éum AFD e L(A) = X" }. Mostre que TODASarp €
= decidivel.

| 4.4 eja Aegic = {(G)| G é uma GLC que gera e}. Mostre que Aecic € decidivel.

4.5 Seja X o conjunto {1,2,3,4,5} e Y o conjunto {6,7,8,9,10}. Descrevemos as
funcoes f: X—Y e g: X—Y nas tabelas abaixo. Responda a cada item e dé
uma razao para cada resposta negativa.
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Ra. f é um-para-um? Rd. g é um-para-um?
b. f ¢ sobrejetora? e. g é sobrejetora?
c. f éuma correspondéncia? f. g é uma correspondéncia?
eja B o conjunto de todas as seqiiéncias infinitas sobre {0,1}. Mostre que B é
incontavel, usando uma prova por diagonalizacio.
4.7 SejaT = {(3,4,k)| ¢, 3,k € N'}. Mostre que T é contivel.

4.8 Revise a maneira pela qual definimos conjuntos como sendo do mesmo tamanho
na Definicdo 4.12 (pagina 184). Mostre que “é do mesmo tamanho” é uma rela¢io
de equivaléncia. s
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PROBLEMAS

@ Seja INFINITAnrp = {(A)| A éum AFD e L(A) é uma linguagem infinita}. Mostre
~ que INFINTTArp € decidivel.
4.10 Seja INFINITApp = {(M)| M é um AP e L(M) é uma linguagem infinita}. Mostre
que INFINITApp € decidivel.

Se]a A = {(M)| M éum AFD que nio aceita nenhuma cadeia contendo um nimero
impar de 1s}. Mostre que A é decidivel.

4. 12} Se]a A = {(R, S)| R e S sio expressoes regulares e L(R) C L(S)}. Mostre que A
¢ decidivel.

eja X = {0,1}. Mostre que o problema de se determinar se uma GLC gera alguma
cadeia em 1" ¢ decidivel. Em outras palavras, mostre que

{(G)| G é uma GLC sobre {0,1} e 1" N L(G) # 0}

¢ uma linguagem decidivel.

“4.14 Mostre que o problema de se determinar se uma GLC gera todas as cadeias em 1*
€ decidivel. Em outras palavras, mostre que {(G)| G é uma GLC sobre {0,1} e
1* C L(G)} € uma linguagem decidivel.

Seja A = {(R)| R ¢ uma expressio regular que descreve uma linguagem contendo
pelo menos uma cadeia w que tem 111 como uma subcadeia (isto é, w = z111y
para alguma z e alguma y)}. Mostre que A é decidivel.

4.16 Prove que EQ,pp € decidivel testando os dois AFDs sobre todas as cadeias até um
certo tamanho. Calcule um tamanho que funcione.

*4.17 Seja C uma linguagem. Prove que C é Turing-reconhecivel sse existe uma lingua-
gem decidivel D tal que C' = {z| 3y ((z,y) € D)}.

4.18 Sejam A e B duas linguagens disjuntas. Digamos que a linguagem C' separa A
eBse A C CeB C C. Mostre que quaisquer duas linguagens co-Turing-
reconheciveis disjuntas sio separdveis por alguma linguagem decidivel.

4.19 Se]a S = {{M)| M éum AFD que aceita w™ sempre que ele aceita w}. Mostre que
S € decidivel.
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Uma linguagem ¢é livre-de-prefixo se nenhum membro é um prefixo préprio de um
outro membro. Seja LIVRE-DE-PREFIXOgxr = {R| R é uma expressio regular
onde L(R) ¢ livre-de-prefixo}. Mostre que LIVRE-DE-PREFIXOgxr é decidivel.
Por que uma abordagem similar falha em mostrar que LIVRE-DE-PREFIXOgc é
decidivel?

Digamos que um AFN é ambiguo se ele aceita alguma cadeia a0 longo de dois ra-
mos diferentes da computagio. Seja AMBIGarn = {(N)| N é um AFN ambiguo}.
Mostre que AMBIGary € decidivel. (Sugestio: Uma maneira elegante de resolver
este problema ¢ construir um AFD apropriado e ai entdo rodar Earp sobre ele.)

@Um estado inditil em um autémato com pilha nunca é atingido sobre qualquer
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cadeia de entrada. Considere o problema de se determinar se um autémato com
pilha tem quaisquer estados initeis. Formule esse problema como uma linguagem
e mostre que ele é decidivel.

Seja BALarp = {(M)| M é um AFD que aceita alguma cadeia contendo igual
nimero de Os e 1s}. Mostre que BALarp € decidivel. (Dica: Os teoremas sobre
LLCs sdo uteis aqui.) _

Seja PALarp = {(M})| M é um AFD que aceita algum palindromo}. Mostre que
PAL Ao € decidivel. (Dica: Os teoremas sobre LLCs sdo tteis aqui.)

Seja E = {(M)| M ¢ um AFD que aceita alguma cadeia com mais 1s que Os}.
Mostre que E ¢ decidivel. (Dica: Os teoremas sobre LLCs sdo tteis aqui.)

Seja C = {(G, z)| G é uma GLC que gera alguma cadeia w, onde z é uma subcadeia
de w}. Mostre que C é decidivel. (Sugestdo: Uma solugio elegante para esse
problema usa o decisor para Vgc.)

Seja Coic = {(G, k)| L(G) contém exatamente k cadeias, onde k& > 0, ou entido
k = oo}. Mostre que Cgic € decidivel.

Seja A uma linguagem Turing-reconhecivel consistindo de descrigdes de miquinas
de Turing, {{M:1), (M>), ...}, onde toda M; é um decisor. Prove que alguma lin-
guagem decidivel D nio € decidida por nenhum decisor M; cuja descrigio aparece
em A. (Dica: Vocé pode achar 1til considerar um enumerador para A.)
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SOLUGCOES SELECIONADAS

4.1

4.5

(a) Sim. O AFD M aceita 0100.
(b) N3o. M nio aceita 011.

(c) Nio. Essa entrada tem apenas um nico componente e, portanto, nio é da
forma correta.

(d) Nao. O primeiro componente nio é uma expressio regular e por isso a entrada
nao ¢ da forma correta.

(¢) Nio. A linguagem de M nio é vazia.

(f) Sim. M aceita a mesma linguagem que si prépria.
(a) Nao, f ndo é um-para-um porque f(1) = f(3).
(d) Sim, g é um-para-um.



4.9 A seguinte MT I decide INFINITA,.,.

4.11

I = “Sobre a entrada (A) onde A é um AFD:
1. Seja k o nimero de estados de A.
2. Construa um AFD D que aceite todas as cadeias de comprimento
k ou mais.
3. Construa um AFD M tal que L(M) = L(A) N L(D).
4. Teste L(M) = 0, usando o decisor T de Varp do Teorema 4.4.
5. Se T aceita, rejeite; se T rejeita, aceite.” :

Esse algoritmo funciona porque um AFD que aceita uma quantidade infinita de
cadeias tem que aceitar cadeias arbitrariamente longas. Por conseguinte, esse al-
goritmo aceita tais AFDs. Reciprocamente, se o algoritmo aceita um AFD, o AFD
aceita alguma cadeia de comprimento k ou mais, onde k é o nimero de estados do
AFD. Essa cadeia pode ser bombeada da maneira prescrita pelo lema do bombea-
mento para linguagens regulares para se obter uma quantidade infinita de cadeias
aceitas.

A seguinte MT decide A.

“Sobre a entrada (M):
1. Construa um AFD O que aceite toda cadeia contendo um
nimero impar de 1s.
2. Construa o AFD B tal que L(B) = L(M) N L(O).
3. Testese L(B) = (), usando o decisor T' de Varp do Teorema 4.4.
4. SeT aceita, aceite; se T rejeita, rejeite.”

4.13 Vocé mostrou no Problema 2.18 que, se C for uma linguagem livre-do-contexto e
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R uma linguagem regular, entdo C N R é livre-do-contexto. Conseqiientemente,
1* N L(G) é livre-do-contexto. A seguinte MT decide A.

“Sobre a entrada (G):
1. Construaa GLC H tal que L(H) = 1" N L(G).
2. Testese L(H) = 0, usando o decisor R de Vgic do Teorema 4.8.
3. Se R aceita, rejeite; se R rejeita, aceite.”

O seguinte procedimento decide AMBIGarn. Dado um AFN N, construimos um
AFD D que simula N e aceita uma cadeia sse ela for aceita por N ao longo de dois
ramos de computagio diferentes. Ai, entdo, usamos um decisor para Varp para
determinar se D aceita quaisquer cadeias.

Nossa estratégia para construir D é similar 4 da conversio de AFN para AFD na
prova do Teorema 1.39. Simulamos N mantendo uma pedra sobre cada estado
ativo. Comegamos colocando uma pedra vermelha sobre o estado inicial e sobre
cada estado atingivel a partir do inicial ao longo de transi¢oes e. Movemos, adicio-
namos e removemos pedras de acordo com as transi¢ées de N, preservando a cor
das pedras. Sempre que duas ou mais pedras sio movidas para o mesmo estado,
substituimos suas pedras por uma pedra azul. Ap6s ler a entrada, aceitamos se uma
pedra azul estiver sobre um estado de aceitagio de .

O AFD D tem um estado correspondente a cada posi¢io possivel de pedras. Para
cada estado de N, trés possibilidades ocorrem: ele pode conter uma pedra verme-
lha, uma pedra azul ou nenhuma pedra. Por conseguinte, se N tiver n estados,
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D tera 3" estados. Seu estado inicial, seus estados de aceitagio e sua fungio de
transicao sio definidas de modo a realizar a simulacio.

A linguagem de todas as cadeias com igual nimero de Os e 1s é uma linguagem

livre-do-contexto, gerada pela gramética S — 1505 | 0S1S | e. Seja P o AP
que reconhece essa linguagem. Construa uma MT M para BALarp, que opera da
seguinte forma. Sobre a entrada (B), onde B é um AFD, use B e P para construir
um novo AP R que reconhega a intersegio das linguagens de B e P. A entdo, teste
se a linguagem de R ¢ vazia. Se sua linguagem for vazia, rejeite; caso contririo,
aceite.



