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1.2 Interpretagoes de probabilidade

Nao existe uma interpretacao unica para o termo
probabilidade por todos os estatisticos e filosofos

Ao longo dos anos, cada interpretacao de probabilidade
proposta por alguns autores tem sido criticada por outros

O “verdadeiro” significado de probabilidade é ainda um
assunto controverso

Apresentamos a seguir trés interpretacoes de probabilidade



1.2 Interpretagoes de probabilidade

* Interpretacao classica
— Baseada no conceito de resultados equiprovaveis

* Exemplo: Quando uma moeda é lancada, ha dois resultados
possiveis: uma cara ou uma coroa. Se for possivel assumir que
esses dois resultados sao igualmente possiveis de ocorrer, entao
devem ter a mesma probabilidade. Uma vez que a soma das
probabilidades precisa ser 1, entao a probabilidade de cara e a
probabilidade de coroa devem ser %.

— Em termos mais gerais, se o resultado de algum processo precisa ser
um dentre k possiveis resultados, e se esses k resultados sao
equiprovaveis, entdao a probabilidade de cada resultado é 1/k



1.2 Interpretagoes de probabilidade

» Criticas a interpretacao classica:

— O conceito de resultados equiprovadveis (igualmente possiveis) é
essencialmente baseado no conceito de probabilidade que estamos
tentando definir

* Resultados igualmente possiveis = resultados com mesma
probabilidade

— Nao é fornecido um método sistematico para atribuir probabilidades
para eventos gue nao sejam assumidos como equiprovaveis (e que
ocorrem na maioria dos problemas reais)

* Quando uma moeda ou um dado honesto sao lancados, os
diferentes resultados possiveis podem ser considerados como
equiprovaveis por causa da natureza do processo

* Contudo, poucos problemas sao dessa natureza:
— Probabilidade de um individuo se casar dentro de 2 anos
— Probabilidade de sucesso de uma startup



1.2 Interpretagoes de probabilidade

* Interpretacgdo frequentista

— Em diversos problemas, a probabilidade de se obter um resultado
especifico de um processo pode ser interpretado por meio da
frequéncia relativa com que aquele resultado seria obtido se o
processo fosse repetido um numero grande de vezes, sob condicdes
similares

* Exemplo: A probabilidade de se obter cara quando uma moeda é
lancada é considerada % porque a frequéncia relativa de caras
deveria ser aproximadamente % se a moeda fosse lancada um
grande numero de vezes sob condicdes similares



1.2 Interpretagoes de probabilidade

e Criticas a interpretacao frequentista:
— Condig¢Oes vagas: O que significa:
* “um numero grande de vezes”?
* “sob condicdes similares”?
— No exemplo dado, dizemos que a frequéncia relativa de caras deveria
ser “aproximadamente %”, mas nao ha um limite especificado para a
variacao dessa frequéncia
* Ex: em 1.000.000 de lancamentos de uma moeda, nao é razoavel

esperar que a moeda dé exatamente 500.000 caras, mas também
nao é razoavel esperar um grande desvio em relacao a esse valor

* Definicao do limite de variacao demanda o estabelecimento
preciso das verossimilhancas das possiveis quantidades de caras, o
que dependeria justamente do conceito de probabilidade que se
esta tentando definir



1.2 Interpretagoes de probabilidade

* Interpretacgao subjetiva (ou pessoal)

— A probabilidade que uma pessoa atribui para um possivel resultado
representa seu proprio julgamento da possibilidade de obtencao do
resultado. Outra pessoa, com outras crengas ou informacdes, pode
atribuir uma probabilidade diferente para o mesmo resultado

— Sob essa visao, seria apropriado mais apropriado falar na probabilidade
subjetiva de um resultado do que na probabilidade verdadeira daquele
resultado

— Se os julgamentos pessoais das verossimilhancas relativas de varias
combinacdes de resultados satisfazem certas condicOes de consisténcia,
entao pode-se provar que suas probabilidades subjetivas podem ser
determinadas unicamente

— Em contraste com a estatistica frequentista, permite combinar novas
evidéncias (baseados em novos experimentos) com crencgas anteriores (a
priori), que podem ser baseadas em resultados de experimentos passados
ou em conhecimentos subjetivos

* probabilidade a priori > dados > probabilidade a posteriori

— Fortemente baseada na Estatistica Bayesiana (embora boa parte da
comunidade Bayesiana se oponha a interpretacao subjetiva)



1.2 Interpretagoes de probabilidade

* Criticas a interpretacao subjetiva

— Nao é trivial satisfazer as condi¢cdes de consisténcia para um numero
infinito de exemplos

— Ainterpretacao subjetiva ndao prové uma base “objetiva” para que dois
ou mais cientistas possam chegar a uma avaliacao comum do estado
atual do conhecimento em uma area de mesmo interesse

* Algumas respostas as criticas

— A avaliacao particular de um cientista a respeito da probabilidade de
um resultado deve ser, em ultima instancia, sua propria avaliacao
baseada em todas as evidéncias disponiveis.

— A natureza subjetiva da ciéncia se revela em varios aspectos:

Na escolha do problema pelo cientista (entre a classe de
problemas que poderiam ter sido escolhidos)

Na definicao do experimento
Na escolha dos modelos sobre os dados
Nas conclusdes obtidas a partir dos dados experimentais 8



1.3 Experimentos e eventos

Definicao 1.3.1: Experimento e evento

Um experimento € qualquer processo, real ou hipotético, no
qgual os possiveis resultados podem ser identificados
antecipadamente.

Um evento é um conjunto bem definido de possiveis
resultados do experimento.

Definicao acima é bastante ampla e comporta quase qualquer
processo imaginavel, sejam seus resultados previamente
conhecidos ou nao.

Um tipo comum de experimento hipotético é repetir uma
tarefa bem definida infinitamente sob condicoes similares
— Visao frequentista
— Simulacoes



1.3 Experimentos e eventos

 Exemplos:

Em um experimento no qual uma moeda é lancada 10 vezes,
gueremos determinar a probabilidade de se obter pelo menos 4 caras

Em um experimento no qual uma amostra de 1000 transistores deve
ser selecionada de um grande carregamento de itens similares e cada
item deve ser inspecionado, queremos determinar a probabilidade de
néo encontrar mais do que um transistor defeituoso

Com base na série “The Federalist Papers”, composta por 146 ensaios
politicos escritos por John Jay, Alexander Hamilton e James Madison,
dos quais 12 tiveram sua autoria disputada por Hamilton e Madison,
determinar, para cada um dos 12 ensaios, a probabilidade do ensaio
ter sido escrito por Madison

Ref: F. Mosteller, D.L.Wallace: Inference in an Authorsip Problem. JASA
58(302), p. 275-309, 1963

Avaliando um projeto de P&D industrial em um certo momento,

gueremos calcular a probabilidade de que o projeto resultara no
desenvolvimento de um novo produto dentro de um determinado
numero de meses

10



1.3 Experimentos e eventos

* Robustez da teoria da probabilidade:

— Como mencionado anteriormente, existem controvérsias sobre o
significado e interpretacao do termo probabilidade

— Contudo, uma vez que as probabilidades tenham sido atribuidas para
os resultados de um experimento, ha um consenso de que a moderna
teoria da probabilidade (apresentada na 12 parte desta disciplina)
fornece a metodologia apropriada para o estudo posterior dessas
probabilidades

— Quase todo o trabalho na teoria matematica de probabilidade tem
sido relacionado a dois problemas:

i. Meétodos para determinar as probabilidades de certos eventos a
partir das probabilidades especificadas cada possivel resultado
de um experimento

ii.  Métodos para revisar as probabilidades dos eventos quando
uma nova informacao relevante adicional é obtida

11



1.4 Teoria dos conjuntos — Espa¢co amostral

Definicao 1.4.1: Espaco amostral
A colecao de todos os possiveis resultados de um
experimento € denominada espa¢o amostral do experimento.

— O espaco amostral de um experimento pode ser interpretado como
um conjunto, ou colecao, de diferentes resultados possiveis

— Cada resultado pode ser interpretado como um ponto, ou elemento,
do espaco amostral

— Eventos podem ser interpretados como subconjuntos do espaco

amostral

Exemplo: lancamento de um dado de 6 faces S

— Espaco amostral: $ ={1,2,3,4,5,6} A

— Evento A: obtencdo de um ndmero par 1 2
A={2,4,6} B| 3

— Evento B: Obtencao de um numero estritamente 5 6

maior do que 2 B ={3,4,5,6}
12



1.4 Teoria dos conjuntos — Espa¢co amostral

e Qutros exemplos de espacos amostrais:

— Se o resultado de um experimento consiste na determina¢ao do sexo
de um bebé recém-nascido, entao
S ={masculino, feminino}

— Se o resultado de um experimento é a ordem de chegada de uma
corrida entre 7 cavalos numerados de 1 a 7, entao

S = {todas as 7! permutacoes de (1,2,3,4,5,6,7)}
— Se o0 experimento consiste em jogar duas moedas independentes,
entao o espaco amostral € formato pelos quatro pontos a seguir:
S={H,H),(H,T),(T,H),TT)}
onde H representa cara e T representa coroa

— Se o0 experimento consiste em jogar dois dados independentes, entao
S={Gj)1|i,j=1234,5,6}
— Se o experimento consiste em medir (em horas) o tempo de vida de

um transistor, entao o espaco amostral é formado por todos os
numeros reais nao negativos:

S={x eR|x>0}
13



1.4 Teoria dos conjuntos — Espa¢co amostral

* Seja S o espaco amostral de um experimento. Entao cada
possivel resultado s do experimento é dito ser um membro do
conjunto S, ou pertencer a S. Notacao: s € S

* Dizer que um experimento evento E ocorreu na realizacao de
um experimento tem dois significados:

— O resultado do experimento satisfaz as condi¢cdes que especificam
aquele evento E;

— O resultado, considerado um ponto do espaco amostral, € um
elemento de E.

14



1.4 Teoria dos conjuntos — Espa¢co amostral

* Para que se possa realizar todos os calculos de probabilidade
razoaveis, ha trés condicoes simples que devem ser satisfeitas
pela colecao pela colecao de conjuntos que denominamos
eventos:

— Condicao I:
O espaco amostral S deve ser um evento.

— Condicao ll:
Se A é um evento, entdo A também é um evento.

— Condicao lli:
Se A4, A,, ... € uma colecao contavel de eventos, entao
Uiz, A; também é um evento.

* Tarefa: Revisar Secao 1.4 do DeGroot — Teoria dos conjuntos

15



1.5 Definicao de probabilidade

* Apresentaremos a seguir a definicao matematica, ou
axiomatica, de probabilidade

* Em um dado experimento, € necessario atribuir, para cada
evento A no espaco amostral S, um numero Pr(A) indicando a
probabilidade de que A ocorrera

* Para se enquadrar na definicao matematica de probabilidade,
o numero Pr(A) precisa satisfazer trés axiomas especificos,
gue asseguram que Pr(A) tera certas propriedades intuitivas
esperadas que uma probabilidade tenha, sob cada uma das
varias interpretacoes descritas na Secao 1.2

16



1.5 Definicao de probabilidade

* Axioma l: Para todo evento A, Pr(4) = 0.
A probabilidade do resultado do experimento ser um
elemento de A deve ser um numero nao negativo
 Axiomall: Pr(S) = 1.
Com probabilidade 1, o resultado do experimento sera um
ponto do espaco amostral S.

* Axioma lll: Para toda sequéncia infinita de eventos
mutuamente exclusivos (disjuntos) A4, 4, ...,

Pr (U:;Ai> = ::lPr(Ai).

Se dois eventos sao disjuntos, € natural assumir que a
probabilidade de um ou outro ocorrer seja a soma das
probabilidades de cada um. O mesmo deve valer para uma
uniao finita ou mesmo infinita de eventos disjuntos.

17



1.5 Definicao de probabilidade

Exemplos:

— No experimento de lancar um dado nao viciado, para cada
subconjunto A de S ={1,2,3,4,5,6}, seja Pr(A) o niUmero de elementos
de A dividido por 6.

* E trivial notar que essa atribuicdo satisfaz os dois primeiros
axiomas.

 Ha um numero finito de colecdes de conjuntos nao vazios
disjuntos. E trivial ver que a probabilidade da sequéncia finita de
eventos disjuntos ndo vazios é igual a soma das probabilidades dos
eventos. Para estender para sequencias infinitas (axioma 3) basta
usar o resultado (demonstrado adiante) Pr(@) = 0.

— O mesmo valeria para um dado viciado: Suponha que o lado 6 seja
duas vezes mais provavel do que cada um dos demais. Podemos
estabelecer p; = 1/7 parai=1,2,3,4,5e p, = 2/7. Entao, para todo
evento A, definimos Pr(4) = Y., pi.

* Ex: Se A={1,3,5}, entdo Pr(A) = p, + p; + p. = 3/7.
e Essa definicdo também satisfaz os trés axiomas

18



1.5 Definicao de probabilidade

* A definicao matematica de probabilidade é baseada nos trés
axiomas apresentados:

* Definicao 1.5.1:
Uma medida de probabilidade, ou simplesmente
probabilidade, em um espaco amostral S € uma especificacao
de numeros Pr(A) para todos os eventos A que satisfazem os
Axiomas 1, 2 e 3.

* Apresentamos a seguir alguns resultados importantes
derivados dos axiomas.

19



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

* Teorema 1.5.1: Pr(@) = 0.

— Dem: Considere a sequéncia infinita A4, 4,, ... tal que A; = @ para
i=1,2,...
Note que os eventos sdo todos disjuntos e que U;2, 4; = @. Portanto,
segue do Axioma 3 que:

Pr (@) = PI‘(U AI-) =Y Pr(ap=>) Pr@®.
1=1 =1 1=1

O Unico numero real que satisfaz Pr(@) = }.;2, Pr(®) é Pr(@) = 0.

20



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

 Teorema 1.5.2: Para qualquer sequéncia finita de n eventos

, An,

()

— Dem: Considere a sequéncia
infinita de eventos 44, 4, ...,
na qual A, A,, ..., A,, sao os
n eventos disjuntos dados,

e A; = Q@ parai>n.

Os eventos nessa sequéncia sao
claramente disjuntos; além
disso, Uj2;4; = UL { A4; .

disjuntos 44, A4,, ...

Portanto, pelo Axioma 3, temos: !

:iPr(A;).

i=1

=Y Pr(A;) +0
i=1

= iPr(A;).
i=1

N9

[HEY




1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

e Teorema 1.5.3: Para todo evento A, Pr(4¢) = 1 — Pr(4).

— Dem: Como A e A€ sdo disjuntos e A U A¢ = S, segue do Teorema
1.5.2 que Pr(S) = Pr(A) + Pr(A°).
Como Pr(S) = 1 pelo Axioma 2, segue que Pr(A¢) = 1 — Pr(4).

* Teorema 1.5.4:Se A € B, entao Pr(4) < Pr(B).

— Dem: Como A € B, B pode ser tratado como a uniao de dois eventos
disjuntos A e B N A¢ (ver diagrama ao lado). g
Logo, Pr(B) = Pr(4) + Pr(B n A°). L
Como Pr(B N A°) = 0 (Axioma 1),

entdo Pr(B) = Pr(4).

* Teorema 1.5.5: Paratodo evento 4, 0 < Pr(4) < 1.

— Dem: Pelo Axioma 1, Pr(4) = 0; como todo evento A € S, o Teorema
1.5.4 e 0 Axioma 2 implicam que Pr(4) < Pr(S) = 1.
22



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

e Para os proximos teoremas, usamos o resultado abaixo:
* Teorema 1.4.11:

Partitioning a Set. For every two sets A and B, AN B and A N B¢ are disjoint and
A=(ANB)U(ANB").
[n addition, B and A N B¢ are disjoint, and

AUB=BU(ANB).

23



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

 Teorema 1.5.6: Para quaisquer dois eventos A e B,
Pr(An B¢) = Pr(A) — Pr(A N B).
Dem: Pelo Teorema 1.4.11, os eventos AN B e A N B sao
disjuntos,e A = (AN B) U (A N B€) (ver diagrama abaixo).
Segue do Teorema 1.5.2 que:

Pr(4A) = Pr(ANn B) + Pr(4 n B®).

Subtraindo-se Pr(4 N B) dos dois lados da ultima equacao,
obtemos

Pr(An B¢) =Pr(A) — Pr(ANB).




1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

* Teorema 1.5.7: Para quaisquer dois eventos A e B,
Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(4 n B).
Dem: Pelo Teorema 1.4.11, temos AU B = B U (A N B°),

e os dois eventos do lado direito dessa equacao sao disjuntos.
Logo, temos

Pr(AuU B) = Pr(B) +|Pr(4A n B®) (Teor. 1.5.2)
= Pr(B) +|Pr(A) — Pr(A n B)| (Teor. 1.5.6)

@

25



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

Exemplo: Considere a seguinte situacao hipotética*:

— Imagine uma mulher chamada Linda, de 31 anos de idade, solteira,
sincera e muito inteligente. Cursou filosofia na universidade. Quando
estudante, preocupava-se profundamente com discriminacao e justica
social e participou de protestos contra as armas nucleares.

— Questao: Classifique cada uma das afirmacdes abaixo, em uma escala
de 1 (altamente improvavel) a 5 (altamente provavel):

e Linda participa de um coletivo feminista.
e Linda é bancaria e participa de um coletivo feminista.

* Linda é bancaria.

*Adaptado de:
Leonard Mlodinow. O Andar do Bébado: Como o Acaso Determina Nossas

Vidas. Ed. Jorge Zahar, 2009. 26



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

Exemplo: Considere a seguinte situacao hipotética*:

— Imagine uma mulher chamada Linda, de 31 anos de idade, solteira,
sincera e muito inteligente. Cursou filosofia na universidade. Quando
estudante, preocupava-se profundamente com discriminacao e justica
social e participou de protestos contra as armas nucleares.

— Questao: Classifique cada uma das afirmacdes abaixo, em uma escala
de 1 (altamente improvavel) a 5 (altamente provavel):

e Linda participa de um coletivo feminista.
e Linda é bancaria e participa de um coletivo feminista.
* Linda é bancaria.

— Agora verifique se sua classificacao respeita o Teorema 1.5.4
(Se A € B, entdao Pr(4) < Pr(B).)

*Adaptado de:
Leonard Mlodinow. O Andar do Bébado: Como o Acaso Determina Nossas

Vidas. Ed. Jorge Zahar, 2009. 27



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

* Exemplo: Diagndstico médico
— Um paciente chega ao consultorio médico com uma inflamacgao na
garganta e febre baixa. Depois de um exame, o médico decide que o
paciente tem uma infeccao bacteriana ou uma infeccao viral ou
ambas. O médico atribui probabilidade 0,7 para a infeccao bacteriana

e 0,4 para a infeccao viral.
Qual a probabilidade do paciente ter as duas formas de infeccao?

— Resp: Seja B o evento de que o paciente tem uma infeccao bacteriana,
e seja V o evento de que o paciente tem uma infeccao viral. Sabemos
que Pr(B) = 0,7 e Pr(V) = 0,4. Devemos calcular Pr(B N V).
Usamos o Teorema 1.5.7, que afirma que

Pr(BUV) =Pr(B) +Pr(V) —Pr(BNV).
Como S =B UV, olado esquerdo dessa equacao é 1, e portanto
1=0,740,4—-Pr(BnNnV)
oquelevaaPr(BNV)=0,1.
A probabilidade do paciente ter somente a infec¢cao bacteriana é

Pr(B N V¢) = Pr(B) — Pr(B NV) = 0,6. .



1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

 Exemplo: Dimensionamento elétrico e hidraulico

— Um empreiteiro esta construindo um complexo de escritérios e precisa
planejar a demanda de agua e de eletricidade, a fim de especificar as
dimensdes dos cabos, conduites e cabos elétricos. Apds consultar
potenciais inquilinos e examinar dados historicos, o empreiteiro
considera que a demanda por eletricidade variara entre 1 milhdo e
150 milhdes de KWH por dia, e a demanda de agua sera entre 4 e 200
mil litros/dia. Todas as combinacdes de demanda elétrica e de agua
sao consideradas possiveis.

— O espaco amostral sera o Electric
conjunto de pares ordenados I
{(xy):4<x<200e 150

1 <y < 150}.

— Ha muitas maneiras possiveis
de distribuir a probabilidade

no espaco amostral | > Water
Ul 4 200
29




1.5 Definicao de probabilidade - Resultados

Exemplo: Dimensionamento elétrico e hidraulico (cont.)
— Uma escolha simples é fixar a probabilidade de um evento E

proporcional a area de E.

AdreadeSé (150 —1) x (200 — 4) = 29.204,
e portanto Pr(E) é igual a drea de E dividida por 29.204.

— Seja A o conjunto onde a demanda de dgua seja de pelo menos 100, e
seja B o evento de que a demanda elétrica seja de pelo menos 115,
e suponha que esses valores sejam considerados uma alta demanda.

14,900

) = — (.5102 Electric
20.204 A
6.8(0 _ 150 4

Pr(B) = ———— =0.2349
29.204 (15

Pr(A N B) =3.500/29.204 = 0.1198

Pr(A U B)=Pr(A) +Pr(B) —Pr(ANB) ' |
()

ANB

= (.6253



1.5 Defini¢cao de probabilidade - Resultados

* Observag¢ao importante:
probabilidade zero # impossivel

— Quando um evento possui probabilidade 0, nao significa que o evento
seja impossivel. No exemplo anterior, ha incontaveis eventos com
probabilidade 0, mas que ndo sdao impossiveis.

— Por exemplo, para todo x, o evento de que a demanda de dgua seja x
corresponde a um segmento de linha vertical no espaco amostral S.
Uma vez que segmentos de linha tém area 0, sua probabilidade é O,
embora o evento ndo seja impossivel de ocorrer.

(De fato, se todos os eventos na forma {demanda de agua = x} fossem
impossiveis, entao a demanda de agua nao poderia assumir nenhum
valor)

— Outra forma de entender: Dada uma constante € > 0, o evento
{demanda de 4gua estidentre x — e e x + &}
tera probabilidade positiva, que convergira para 0 a medida em que ¢
vai para 0.

31



1.6 Espacos amostrais finitos

Os experimentos mais simples para determinacao e derivacao de
probabilidades sao aqueles que envolvem apenas uma quantidade
finita de resultados.

Nesta secao, consideraremos experimentos para os quais existe
apenas um numero finito de possiveis resultados.

— Espago amostral S possui apenas um numero finito de pontos sy, S5, ..., S,.

Em um experimento desse tipo, uma medida de probabilidade em S
é especificada atribuindo-se uma probabilidade p; para cada ponto
Si € S.

— p; = probabilidade do resultado do experimento sers; (i =1, ...,n)

A fim de satisfazer os axiomas de probabilidade, os numeros
D1, P2, ..., Py Precisam atender as duas condigdes abaixo:

p;=0 fori=1.... noe Yy pi=

32



1.6 Espacos amostrais finitos

 Exemplo: Rupturas de fibras

— Considere um experimento no qual 5 fibras com diferentes
comprimentos sao submetidas a um teste para aprender qual fibra se
rompera primeiro. Suponha também que:

* O comprimentos das fibras sdao 1,2,3,4 e 5 polegadas;

* A probabilidade de uma fibra ser a primeira a se romper é
proporcional ao comprimento daquela fibra.

— Devemos determinar a probabilidade de que o comprimento da fibra
gue se rompera primeiro nao seja superior a 3”.

— Resp: Denotaremos por s; o resultado no qual a fibra de comprimento
[ € aprimeiraaseromper (i =1,..,5). Entdo S = {s4, s, 53, 54,55} e
p; =ai parai=1,..,5, onde a € um fator de proporcionalidade
(usualmente chamado também constante de normalizacao).
Como € necessario que p; + -+ ps = 1, e sabemos que
p1+ -+ ps = 15a,entdaoa = 1/15. Se A é o evento de que o
comprimento da fibra a quebrar primeiro nao seja maior do que 2
polegadas, entao A = {s4, s,, 53}. Portanto,

De 4 1 2 3 2
A=rtntpn=EtEtE=s

33



1.6 Espacos amostrais finitos

Definicao: Espacos amostrais simples

Um espaco amostral finito S contendo n resultados

S1,S7, ..., S, € denominado espag¢o amostral simples se a
probabilidade atribuida para cada um dos resultados é 1/n.
Se um evento A nesse espaco amostral possui exatamente m

resultados, entao
11
Pr(A) = "—.

n

34



1.6 Espacos amostrais finitos

 Exemplo: Lancamento de dois dados

— Consideraremos o experimento de lancar dois dados nao viciados, e
devemos calcular a probabilidade de cada um dos possiveis valores
das somas dos dois numeros que podem aparecer.

— Para simplificar, podemos assumir que os dois dados sao distinguiveis,
e portanto cada resultado pode ser representado por um par (x,y),
onde x é o numero gue aparece no 12 dado e y é o niumero que
aparece no 22 dado. O espaco amostral S e as probabilidades das
somas sao, respectivamente:

LD (1,2) (1,3) (L4 (1.5 (.6) Py Pp= . Pe=Py=
2.1) 2.2) 2.3 2.4 2.5 (2.6 36 36
3. (3.2 (3.3 G4 (35 (3.6 Py= Pli=—.  Po=Py=—,
4.1) 4.2) 4.3 @4 4.5 4.6 5 )
5.1 5.2 5.3 5.4 (5.3 5.6 Py=Po=—. P=_.
(6.1) (6.2) (6.3) (6.4) (6.5 (6.6) 20 20



1.7 Métodos de contagem

* Vimos anteriormente que, para um espa¢o amostral simples
S (que tem numero finito de resultados equiprovaveis), a
probabilidade de um evento A € a razao entre o numero de
resultados em A e o numero de resultados em S.

* Em muitos experimentos, a quantidades de resultadosem S é
tao grande que sua enumeracao exaustiva pode ser muito
cara, lenta ou tera alta probabilidade de estar incorreta.

e Existem métodos comuns para contagem do numero de
elementos em conjuntos, que exploram a estrutura existente
em muitos experimentos: cada resultado consiste de diversas
partes e é relativamente facil calcular quantas possibilidades

existem para cada uma das partes.
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1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

* Teorema 1.7.1 — Regra da multiplicacao para experimentos
de duas partes:
Suponha que um experimento deve ser realizado em duas
partes, de tal forma que a 12 parte do experimento pode
resultar em qualquer um dos m resultados possiveis
X1,Xo, ..., Xm €, Para cada resultado da 12 parte, han
resultados possiveis y¢, V5, ..., ¥, para a 22 parte. Entao, o
espaco amostral S possui exatamente mn resultados.

— Dem: Essa regra pode ser provada enumerando-se todos os possiveis
resultados das duas partes do experimentos como na tabela abaixo.
Como a tabela possui m linhas e n colunas, o resultado é imediato.

(-Yl. }‘1)(-\'1. _".'2) T (-\'1. .YHJ

(-\‘2, Vi) (xo, _\‘2) T (-}‘JZ- .“'n)

('rm' _"‘\l}{"‘.m* ,\‘\2) T ('Ym' ."’}z) 37



1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

e Qutra forma conveniente de visualizar o resultado do Teorema
1.7.1 é através de um diagrama de arvore, conforme ilustrado
na figura abaixo (m=2, n=3). Cada nd terminal (folha)
representa um resultado do experimento, e as arestas sao

rotuladas pelos resultados obtidos em cada parte do
experimento.
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1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

 Exemplo 1: Rotas entre cidades

— Suponha que haja 3 rotas diferentes da cidade A para a cidade B e que
haja 5 rotas diferentes da cidade B para a cidade C, e queremos
calcular a quantidade de possiveis rotas de A para C.

— Resp: Representando as cidades e rotas de acordo com a figura ao
lado, e numerando-se as rotas de

1 a 8, podemos representar cada 1 -

rota de A para C pelo par (x,y), B

onde x denota o numero da rotade 2 6 c
A para B e y denota o numero da 7

rota de B para C. E imediato 3

perceber que o numero total de 3

rotas de AparaCé 3 x5=15.
* Exemplo 2: Lancamento de 2 dados:

— No lancamento independente de 2 dados, é imediato que o numero

de possiveis resultados é 6 x 6 = 36. 29



1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

 Teorema 1.7.2 — Regra da multiplicacao:
Suponha que um experimento tem k partes (k = 2), de
forma que a i-ésima parte possui n; possiveis resultados
(i =1,2,...,k), e que todos os resultados de cada parte
podem ocorrer independentemente dos resultados que
tenham ocorrido nas demais partes.
Entao o espaco amostral S do experimento contera todos os
vetores da forma (uq, u,, ..., Ux ), onde u; € um dos possiveis
resultados da parte i, (i = 1,2, ..., k).
O numero total de resultados desses possiveis vetores sera
igual a nyn, ...ny.
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1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

Exemplo: Lancamento de varias moedas

Suponha o lancamento de 6 moedas. Cada resultado em S consiste
na sequéncia de 6 caras e coroas, p.ex. HTTHHH. Como ha dois
resultados possiveis para cada moeda, o numero total de resultados
em S é 2% = 64.

Se cara e coroa sao consideradas equiprovaveis, entao S é um
espaco amostral simples.

— A probabilidade de obtencdo de caras nos 6 lancamentos é 1/64, ja que ha
apenas 1 resultado com essa caracteristica.

— A probabilidade de obtencdo de uma cara (e cinco coroas) é 6/64 = 3/32,
ja que existem 6 resultados possiveis.

Exemplo: Trava de cofre: cofres tradicionais usualmente possuem
um disco com 40 numeros de 0 a 39. A combinacao consiste em
uma sequéncia de trés numeros (que precisam ser escolhidos na
ordem correta). Cada niumero pode aparecer em cada uma das trés

posicoes da combinacao, e portanto o numero total de
combinacdes é 403 = 64.000.
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1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

* Amostragem com reposigcdo:
Considere uma urna com n bolas numeradas 1, ..., n

Primeiro, uma bola é sorteada na urna, e seu numero anotado. Essa bola é
entdo colocada de volta na urna;

Esse processo se repete, com um total de k bolas sorteadas da mesma
maneira; cada resultado consiste na sequéncia de k bolas, na ordem em
gue foram selecionadas.

Um processo desse tipo € denominado amostragem com reposi¢do.

O espaco amostral S desse experimento é o conjunto de todos os vetores
(x4, ..., Xx1), onde x; é o nUmero da i-ésima bola sorteada (i = 1, ..., k).
Como ha n possibilidades de sorteio para cada uma das k bolas, o niumero
total de vetores em S é n*.

Além disso, assumindo-se que cada uma das bolas é igualmente provavel
de ser sorteada em cada passo, e que todos os sortelos sao independentes
dos demais, a probabilidade de cada vetor em S é 1/n*.

* Obs: Lancamentos sucessivos de moedas e de dados honestos
podem ser vistos como problemas de amostragem com reposicao
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1.7 Métodos de contagem — Regra da multiplicacao

* Exemplo: Amostragem com reposicao:
Considere um experimento no qual:

uma carta é sorteada de um baralho de n cartas diferentes, e
devolvida ao baralho;

uma segunda carta é entdo sorteada do baralho e também devolvida;
uma terceira carta é sorteada.
Cada resultado consiste nas 3 cartas na ordem selecionada.

O numero de possiveis sequéncias de cartas selecionadas é n3, e a
probabilidade de cada sequéncia de cartas é 1/n3.
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

Definicao 1.7.1: Arranjos

Suponha que um conjunto tenha n elementos. Suponha que um
experimento consista em selecionar k dos elementos, um de cada
vez sem reposicao.

Seja cada resultado a sequéncia dos k elementos na ordem em que
foram selecionados.

Cada resultado desse experimento € denominado um arranjo de n
elementos tomados k a k. Denotamos o numero de tais
permutac¢des pelo simbolo P, .

Obs: No livro do DeGroot, esse termo € definido como permutag¢ao
de n elementos tomados k a k.

Nos slides que seguem, usaremos a terminologia usual em
portugués: permutacao denota cada uma das sequéncias possiveis
dos n elementos originais. Quando se escolhem k elementos

(k < n) dos n originais, tal sequéncia formada é denominada
arranjo de n elementos tomados k a k.
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

 Teorema 1.7.3: Numero de arranjos.

O numero de arranjos de n elementos tomados k a k
(0<k<n)eé:

n!
Por=n(n—-1)..(n—k+1) =

(n —.k)!

e Obs: 0! =1.Porqué?

— Varias razoes (ver livro E. Scheinerman, Matematica Discreta: Uma
Introducdo, Secao: “Muita confusdo em torno de 0!”)

— Duas razdes intuitivas:
a) Se n! é o numero de listas ordenadas que podem ser formadas com
n numeros, o numero de listas ordenadas possiveis com 0 numeros é
0! = 1 (a lista vazia).
. . ~ . n!
b) 0! = 1 permite casos particulares da equagdo acima: B, ,, = i n!
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

 Exemplo: Amostragem sem reposi¢do:
Considere um experimento no qual:

uma carta é sorteada e removida de um baralho de n cartas
diferentes;

uma segunda carta é entao sorteada e removida das n — 1 cartas
restantes;

uma terceira carta é sorteada das n — 2 cartas restantes.
Cada resultado consiste nas 3 cartas na ordem selecionada.
O numero de sequéncias de cartas possiveis é
P,3=nn—-—1)(n-—2)

A probabilidade de cada sequéncia é 1/P,, 3
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

Exemplo: Escolha de diretores:

Suponha que um clube consiste de 25 membros, e que um
presidente e um secretario devem ser escolhidos para a
diretoria do clube. Devemos determinar o numero total de
maneiras em que essas duas posicoes podem ser escolhidas.

— Resp: Como as posicoes devem ser preenchidas escolhendo-se
primeiramente um dentre os 25 membros para ser o presidente, e
entao escolhendo-se um entre os 24 membros restantes para ser o
secretario, o numero de possiveis escolhas é P,5, = 25 X 24 = 600.
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

* Voltemos ao problema da amostragem com reposicao:

e Considere uma urna com n bolas numeradas 1, ..., n.

— Primeiro, uma bola é sorteada na urna, e seu numero anotado. Essa
bola é entao colocada de volta na urna; Esse processo se repete, com
um total de k bolas sorteadas da mesma maneira, e cada resultado
consiste na sequéncia de k bolas, na ordem em que foram
selecionadas.

— O espaco amostral S desse experimento é o conjunto de todos os
vetores (x4, ..., X3 ), onde x; é o nimero da i-ésima bola sorteada
(i =1, ..., k). Como ha n possibilidades de sorteio para cada uma das

k bolas, o nimero total de vetores em S é n¥.

— Além disso, assumindo-se que cada uma das bolas é igualmente
provavel de ser sorteada em cada passo, e que todos os sorteios sao
independentes dos demais, a probabilidade de cada vetorem S é
1/n*.

* Problema: Qual a probabilidade do evento £ em que cada

uma das k bolas sorteadas terao um numero diferente?
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

* Problema: Qual a probabilidade do evento E em que cada
uma das k bolas sorteadas terao um numero diferente?

— Resp: Se k > n, isso é impossivel.

— Logo, assumiremos k < n.

— O numero de resultados em E € o numero de vetores para os quais
todos as k componentes sao diferentes.
Esse numero € P, i, pois a componente x; de cada vetor tem n valores
possiveis, a componente x, tem n-1 valores possiveis, e assim por
diante.

— Como S é um espaco amostral simples contendo n* vetores, a

probabilidade p de que k numeros diferentes serao sorteados é:
Pnk n!

p:F_(n—k)!nk'
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

Problema do aniversario: enunciado

— Determinar a probabilidade p de que ao menos duas pessoas em um
grupo de k fazem aniversario no mesmo dia.

— Algumas simplificacdes:

* As datas de aniversario sao independentes (nao ha gémeos, por
exemplo);

* Todos os 365 dias do ano tipico sao equiprovaveis

* Aniversarios em 29/02 seriam considerados no dia anterior ou no
dia seguinte

— Ou entao poderiamos assumir que nenhuma das pessoas do
grupo faz aniversario no dia 29/02
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

* Problema do aniversario: solucao

S = conjuntos de vetores (xq, ..., X} ), onde x; é a data de nascimento
do i-ésimo individuo (i = 1, ..., k).

IS| = 365%
Queremos determinar quantos vetores (x4, ..., x;) podem ter pelo
menos duas datas de aniversario iguais = trabalhoso porque:
Pr(> 2 datas iguais) = Pr(2 datas iguais) + Pr(3 datas iguais) + -
Solucao mais simples:
Pr(= 2 datas iguais) = 1 — Pr(todas as datas diferentes)
a quantidade de resultados (x4, ..., x;) em que todas as datas de
aniversario sao diferentes é P45 .
Assim, a probabilidade de todas as datas de aniversario em grupo de k
pessoas serem diferentes é Pn,k/365k.

Portanto, a probabilidade de ao menos duas pessoas em um grupo de
k fazerem aniversario no mesmo dia sera
P3gs & 365!

—1— 1— |
P 365K (365 — k)! 365K
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1.7 Métodos de contagem — Permutacoes e arranjos

Problema do aniversario: exemplos numeéricos

Table 1.1 The probability p that at least two
people in a group of k people will
have the same birthday

k p k p

S 0.027 25 0.569
10 0.117 30 0.706
15 0.253 40 0.891
20 0.411 50 0.970
22 0.476 60 0.994
23 0.507

52



1.7 Métodos de contagem — Computo de fatoriais

 Obs: COmputo de razoes entre fatoriais ou poténcias de
numeros grandes:

— O calculo direto dos fatoriais e poténcias na expressao abaixo €
computacionalmente inviavel para valores elevados de n e k:

|
p=1-— Pk —1— n: Na linguagem R:
nk (n — k)!nk 365! ndo é
— Solucdes: computavel

e Aproximacao por férmula de Stirling (ver livro do DeGroot)
e Uso de logaritmos
— Usando logaritmos: ex:

e Ipd = log( —om k) = log(n!) —log[(n — k)!n*] =
™, log(i) — 7 log(i) — k log(n)
e p=1 — exp(lpd)
* Sintaxe em R para o exemplo acima:
> n = 365; k=20

> lpd = sum(log(l:n)) - sum(log(l:(n-k))) - k*log(n)
>p =1 - exp(lpd)
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1.8 Métodos combinatorios - Combinac¢oes

Exemplo: Escolha de subconjuntos de tamanho 2
Considere o conjunto {a, b, ¢, d} contendo as quatro letras
diferentes. Desejamos contar o numero de subconjuntos

distintos de tamanho 2.

— Neste caso, podemos listar todos os subconjuntos de tamanho 2:

{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d}
0 que resulta em 6 subconjuntos distintos.

— Esse problema é diferente de contar os arranjos, porque {a, b} e {b, a}
sao 0 mesmo subconjunto. O mesmo vale para todos os demais
subconjuntos.

— Se fossemos contar o numero de arranjos de 4 elementos, tomados 2
a 2, teriamos P, = n!/(n —k)! =41/21=12

(a,b), (b,a),

(a,c), (c,a)

/4

(a,d), (d,a)

(b, c), (c,b)

/4

(b, d), (b,d)

/4

(c, d), (d,c)

— Para encontrar o numero de subconjuntos distintos de tamanho 2 em
n elementos, podemos dividir P, ; pelo tamanho de cada classe de
equivaléncia (numero de pares equivalentes em cada subconjunto).



1.8 Métodos combinatorios - Combinac¢oes

Exemplo: Escolha de subconjuntos de tamanho 3
Considere o conjunto {a, b, ¢, d} contendo as quatro letras
diferentes. Desejamos contar o numero de subconjuntos
distintos de tamanho 3.

— Neste caso, podemos listar todos os subconjuntos de tamanho 3:
{a, b, c}, {a, b, d}, {a,c,d}, {b, ¢, d}
o que resulta em 3 subconjuntos distintos.

— Qutra forma de responder: Contando o numero de arranjos de 4

elementos, tomados 3 a3: Py3 = (4i)l = 24

(a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a)
(a,b,d), (a,d,b), (b,a,d), (b,d,a), (d,a,b), (d,b,a)
(a,c,d), (a,d,c), (c,a,d), (c,d,a), (d,a,c),(d,c,a),
(b,c,d), (b,d,c), (c,b,d), (c,d,b), (d,b,c), (d,c,b)
Para encontrar o numero de subconjuntos distintos de tamanho 3 em
n elementos, podemos dividir P, 3 pelo tamanho de cada classe de
equivaléncia (numero de tuplas equivalentes em cada subconjunto).

 Numero de tuplas equivalentes para cada subconjunto = ?

-
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1.8 Métodos combinatorios - Combinac¢oes

Definicao 1.8.1: Combinacoes

Considere um conjunto com n elementos. Cada subconjunto
de tamanho k selecionado desse conjunto € denominado
uma combinacao de n elementos tomados k a k.

Teorema 1.8.1: Combinacgoes
O numero de subconjuntos de tamanho k que podem ser
formados de um conjunto de tamanho n é
Pk n!
k! k!'(n—k)
— Dem: Cp, i deve ser igual ao numero de arranjos de n tomados k a k

(Py k) dividido pelo numero de sequéncias possiveis formadas com k
elementos, isto é, k! .

Cn,k —
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1.8 Métodos combinatorios - Combinac¢oes

 Exemplo: Escolha de subconjuntos de tamanho 3

— Considere o conjunto {a, b, ¢, d} contendo as quatro letras diferentes.
Desejamos contar o numero de subconjuntos distintos de tamanho 3.
— Arranjos de 4 elementos tomados 3 a 3: 24
(a,b,c), (a,c,b), (b,a.c), (b,c,a), (ca,b),(cb,a)
(albld)l (aldlb)l (blald)l (bldla)l (dlalb)l (dlbla)
(a,c,d), (a,d,c), (c,a,d), (c,d,a), (d,a,c), (d,c,a);
(b,c,d), (b,d,c), (c,b,d), (c,d,b), (d,b,c), (d,c,b)
Para encontrar o numero de subconjuntos distintos de tamanho 3 em
n elementos, podemos dividir P, 3 pelo tamanho de cada classe de
equivaléncia (niumero de tuplas equivalentes em cada subconjunto).
 Numero de tuplas equivalentes para cada subconjunto = 3!
- Py3 4!
%3731 731 (4-3)!

-

=4
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1.8 Métodos combinatodrios — Coeficientes binomiais

Definicao 1.8.2: Coeficientes binomiais

n
O numero C,, ; € também denotado pelo simbolo (k)
Parak = 0,1, ...,n,

(H) B n!
k) kln —k)!

Quando essa notacao é usada, esse numero € denominado
coeficiente binomial.
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1.8 Métodos combinatodrios — Coeficientes binomiais

* O nome coeficiente binomial é derivado do teorema binomial:

* Teorema 1.8.2: Teorema Binomial
Para quaisquer numeros x e y e para todo inteiro positivo n,

k=0

— ldeia: a poténcia (x + y)™ é igual a uma soma com 2" termos, cada
qual correspondendo a um produto de x’s e y’s. P.Ex:
(x + v)3= xxx + xxy + xyx + xyy + yxx + yxy + yyx + yyy
= x3y0 + x%y + x%y + xy? + x%y + xy? + xy? + x%y3
n
Para cada valorde k = 0,1, ..., n, (k) denota o numero de termos

contendo o produto de k x’s por (n-k) y’s, independentemente da
ordem em que o0s x’s e y’s aparecem.

3) = 3 vezes.

No exemplo acima, o termo x%y aparece (2
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1.8 Métodos combinatodrios — Coeficientes binomiais

(n) _ (H) _1
0 n
Paratodonetodok =0,1, ..., n,
(0)=(,")
k] \n—k)

— Dem: Equacao 1 resulta de 0! = 1. Equacao 2 decorre da equacao
descrita na definicao 1.8.2.

Teorema 1.8.3:
Para todo n,
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1.8 Métodos combinatodrios — Coeficientes binomiais

e Qutraidentidade util (livro Ross):
n —1 —1
) =G+ )
— Dem 1: analiticamente: basta mostrar que (Z B 1) + (n ; 1) = (Z)

— Dem 2: Considere um grupo de n objetos, e fixe atencao em um desses
objetos — chamemos de objeto 1.
Ha (n B 1) grupos de tamanho k que contém o objeto 1 (pois cada

k—1
grupo é formado selecionando k-1 dentre os n-1 objetos restantes);

Também ha (n ; 1) grupos de tamanho k que nao contém o objeto 1;
n
Como existe um total de (k) grupos de tamanho k, a equacao vale.

— Resultado base para o triangulo de Pascal
(https://www.mathsisfun.com/pascals-triangle.html)
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1.8 Métodos combinatdrios — Coeficientes multinomiais

Exemplo: Escolha de comités
Suponha que 20 membros de uma organizacao devem ser
divididos em 3 comités A, B e C, de tal maneira que o comité A
deve ter 8 membros, o comité B deve ter 7 membros e o
comité C deve ter 5 membros. Determinar o numero de
possiveis divisoes.

— Para formar o comité A, precisamos escolher 8 dos 20 membros, o que

pode ser feito de (280) maneiras. Em seguida, para dividir os 12

A : 1
membros restantes nos comités B e C existem (

maneiras.
;)

12) 20! 12! 20!
"~ gl12! 7!s!  8l7I5! "

— Logo, a resposta é: (280) ( 7

0
3 ) se cancelacomo

) =>» chave para o resultado

— Note que 0 12! que aparece no numerador de (

12! que aparece no denominador de ( 7

geral a seguir.
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1.8 Métodos combinatdrios — Coeficientes multinomiais

No caso geral, suponha que n elementos distintos devem ser
divididos em k grupos diferentes (k = 2) de maneira que, para

k =1,..,k, oj-ésimo grupo contém exatamente n; elementos,
onden; +n, + -+ n, =n.

Deseja-se determinar o numero de maneiras diferentes nas quais os
n elementos podem ser divididos nos k grupos.

— Os nq elementos no 12 grupo podem ser escolhidos dentre os n elementos
n

disponiveis de ( ) maneiras diferentes.

ny
— Depois da formacgao do 12 grupo, os n, elementos do 22 grupo podem ser
: n—ng :
selecionados dos n — n; elementos restantes de n maneiras
2

distintas.

n—ny; —n,
ns

— O numero total de maneiras para formar os 3 primeiros grupos sera entao:

() 0 ™)

— Para a formacao do 32 grupo, ha ( ) maneiras distintas.
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1.8 Métodos combinatdrios — Coeficientes multinomiais

No caso geral (cont):

— O processo continua até a escolha do grupo (k-1), que tera
(n - n1 e nk_z)
Ng—1 '
Quando esse grupo tiver sido formado, os n; elementos restantes irao
obrigatoriamente para o k-ésimo grupo.

— Logo, o numero total de maneiras diferentes de dividir os n elementos
nos k grupos sera

(n)(n—nl)(n—nl—nz) (n—nl—...—nk_z) n!
ny n; n3 Ng-1 Cngin,!ng !

64



1.8 Métodos combinatdrios — Coeficientes multinomiais

* Defini¢cao 1.9.1: Coeficientes multinomiais
, n! n )
O numero denotado por ( ) e
nqn,!l.ng! P nqiy,No, o, Ny J’

denominado coeficiente multinomial.

* O nome coeficiente multinomial deriva do teorema
multinomial.

* Teorema 1.9.1: Teorema multinomial
Para quaisquer numeros Xx{, Xo, ..., X € qualquer inteiro
positivo n,

Gt xp 0= 2 () )™ ()™ ()™
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1.8 Métodos combinatdrios — Coeficientes multinomiais

* O coeficiente multinomial € uma generalizacao do coeficiente

binomial.
(k, nn— k) - (Z) '

 Exemplo: Escolha de comités
Suponha que 20 membros de uma organizacao devem ser
divididos em 3 comités A, B e C, de tal maneira que o comité A
deve ter 8 membros, o comité B deve ter 7 membros e o
comité C deve ter 5 membros. Determinar o numero de
possiveis divisoes.
— Resp:n =20, k=3, n,=8 n,=7, ny3 =5

n (20 \ _ 20!
(nl»nz»ns) B (8, 7,5) - gl7151°
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1.9 Probabilidade da uniao de eventos

Os axiomas de probabilidade indicam diretamente como
encontrar a probabilidade da uniao de eventos disjuntos

O Teorema 1.5.7 mostra como encontrar a probabilidade da
uniao de dois eventos arbitrarios

Apresentamos nessa se¢do a probabilidade da unido U}, 4;
de n eventos 44, ..., 4,,.

Teorema 1.10.1: Uniao de trés eventos
Para quaisquer trés eventos A4, A, e A3,

PI‘(AI U AQ U Ag) == Pl‘(Al) + Pl‘(Ag] -+ PI‘(Ag)
— [PI‘(AI M Az] -+ PT(AZ M Ag) + PI*(AI M Aq)]
+ PI*(AI M A2 M 143).
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1.9 Probabilidade da uniao de eventos

¢ PI‘(Al U AZ U A3) — PI‘(Al) + Pr(Az) + Pr(Ag)
—[Pr(A; N A,) + Pr(4; N A;) + Pr(4, N A2)]
+Pr(A{ N4, N A3)

A
ava
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1.9 Probabilidade da uniao de eventos

e Teorema 1.10.2: Uniao de um numero finito de eventos
Para quaisquer eventos A4, ..., 4,

Pr(UA;):iPr(A ZP1(4 ﬂ4)+ZP1(4 NA; N A

i=1 i=1 [ < .j I -k

Y Pr(ANANANA)+- -
1 <j<k<l
+ (=D)"'Pr(A NA, N NA.
O teorema acima afirma que a probabilidade da uniao de n

eventos € igual a:

— soma das probabilidades desses eventos tomados individualmente
— menos a soma das probabilidades dos eventos tomados 2 a 2

— mais a soma das probabilidades dos eventos tomados 3 a 3

— menos a soma das probabilidades dos eventos tomados 4 a 4
— e assim sucessivamente. 69



1.1 Probabilidade — Breve historico

Girolamo Cardano (1501-1576) :

— Calculo de probabilidades numéricas de resultados em jogos com certas
cominacoes de dados

— Nocodes preliminares sobre o que se denomina atualmente Lei do Espaco
Amostral.

 Em linguagem moderna:
Suponha que um processo aleatdrio tenha muitos resultados
igualmente provaveis, alguns favoraveis (ou seja, ganhar), outros
desfavoraveis (perder). A probabilidade de obtermos um resultado
favoravel é igual a proporcao entre os resultados favoraveis e o total
de resultados. O conjunto de todos os resultados possiveis € chamado
espaco amostral

Galileu Galilei (1564-1642):
— Também trabalhou em calculos de probabilidades em jogos de dados

* Em linguagem moderna:
Suponha que um processo aleatorio tenha muitos resultados
igualmente provaveis, a probabilidade de um evento (formado pelo
conjunto de alguns desses resultados) depende do numero de
maneiras pelas quais o evento pode ocorrer
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1.1 Probabilidade — Breve historico

e Blaise Pascal (1623-1662), Pierre Fermat (1601-1665)

— “Problema dos pontos” apresentado a Pascal por Antoine Gombaud -
nobre cujo titulo era Chevalier (cavaleiro) de Méré:
Suponha que vocé e outro jogador estao participando de um jogo no qual
ambos tém a mesma chance de vencer, e o vencedor sera o primeiro que
atingir um certo numero de pontos. Em determinado momento, o jogo é
interrompido quando um dos jogadores esta na lideranca. Qual é a
maneira mais justa de dividir o dinheiro apostado?

— Pascal e Fermat desenvolveram solucdes independentes para este
problema

— A resposta requeria calcular as probabilidades dos possiveis resultados das
proximas rodadas do jogo, o que dependia de calcular coeficientes
binomiais, de dificil cbmputo a época

— Solucao “computacional”: TriGngulo de Pascal

 Embora o triangulo de Pascal tenha se tornado popular a partir dessa
época, esse método ja havia sido descoberto em 1050 por Jia Xian,
matematico chinés

* Método aditivo para calculo do coeficiente binomial ja era conhecido

pelo menos desde o século VI
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1.1 Probabilidade — Breve historico

Thomas Bayes (1702-1761):

— Demonstracao de um caso especial do teorema atualmente
denominado Teorema de Bayes — base da Estatistica Bayesiana
(Philosophical Transactions 53, 370-418, 1763)

Pierre-Simon Laplace (1749-1827):

— Versao geral do teorema de Bayes e sua aplicacdo em mecanica
celeste, estatistica médica, confiabilidade e jurisprudéncia

Andrey Kolmogorov (1903-1987):

— Formulacdao moderna dos axiomas da teoria da probabilidade (1933)

Livros de divulgacao recomendados:

* Leonard Mlodinow. O Andar do Bébado: Como o Acaso Determina Nossas
Vidas. Ed. Jorge Zahar, 20009.

e David Salsburg. Uma Senhora Toma Cha: Como a estatistica revolucionou a
ciéncia no século XX. Ed. Jorge Zahar, 2009. 72



