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Conteúdo Teórico: 
03 – Variáveis Aleatórias e Distribuições 



• Abreviações: 
– f.p.: função de probabilidade (variável discreta) 

• Inglês: p.f. (probability function) 

– f.d.p.: função de densidade de probabilidade (variável contínua) 

• Inglês: p.d.f. (probability density function) 

– f.d.a.: função de distribuição acumulada (variável discreta ou contínua) 

• Inglês: c.d.f. (cummulative distribution function) 

• Notações: 
– 𝑓(𝑥): f.p. ou f.d.p. da variável aleatória X 

– 𝐹(𝑥): f.d.a. da variável aleatória X 

– 𝐹−1(𝑝): função quantil de uma variável aleatória X; 𝑝 ∈ (0,1) 

– 𝑓(𝑥, 𝑦): f.p. ou f.d.p. conjunta das variáveis aleatórias X,Y 

– 𝑓1(𝑥): f.p. ou f.d.p. marginal de X; 𝑓2(𝑦): f.p. ou f.d.p. marginal de Y;  

– 𝑔1(𝑥|𝑦): f.p. ou f.d.p. condicional de X dado 𝑌 = 𝑦; 𝑔2(𝑦|𝑥): f.p. ou 
f.d.p. condicional de Y dado 𝑋 = 𝑥 
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Abreviações e notações úteis  



3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas 

• Uma variável aleatória é uma função que associa a todo 
elemento do espaço amostral um número real. 

• É uma ferramenta fundamental para modelar quantidades 
desconhecidas em análises estatísticas. 

• Para cada variável aleatória X e cada conjunto C de números 
reais, podemos calcular a probabilidade de X  C. 

• A coleção de todas essas probabilidades é a distribuição de X. 

• Classes de distribuições e variáveis aleatórias: 
– Discretas 

– Contínuas 
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• Exemplo 3.1.1: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – Definição 



• Definição 3.1.1: Variável aleatória. 
Seja S o espaço amostral de um experimento. Uma função a 
valores reais que é definida sobre S é denominada uma 
variável aleatória. 

 

• No exemplo 3.1.1, o número X de caras nos 10 lançamentos é 
uma variável aleatória. Outra variável aleatória é Y = 10 – X, o 
número de coroas.  

 

• Exemplo 3.1.2: Medindo a altura de pessoas.  
Considere um experimento em que uma pessoa é selecionada 
ao acaso de uma população e sua altura em polegadas é 
medida. Essa altura é uma variável aleatória. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – Definição 



• Exemplo 3.1.3: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – Definição 



• Exemplo 3.1.3 (cont): 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – Definição 



 

• Caso uma medida de probabilidade tenha sido especificada 
no espaço amostral de um experimento, podemos determinar 
probabilidades associadas com os possíveis valores de cada 
variável aleatória X. 

 

• Seja C um subconjunto da reta real tal que {X ∈ 𝐶} é um 
evento, e denote por Pr(X ∈ 𝐶) a probabilidade de que o 
valor de X pertencerá ao subconjunto C. Então Pr(X ∈ 𝐶) é 
igual à probabilidade de que o resultado s do experimento 
será tal que X(s) ∈ 𝐶. Notação: 

Pr X ∈ 𝐶 = Pr 𝑠: 𝑋 𝑠 ∈ 𝐶 . 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – 
Distribuição de uma variável aleatória 



• Definição 3.1.2. Distribuição 
Seja X uma variável aleatória. A distribuição de X é a coleção 
de todas as probabilidades da forma Pr(X ∈ 𝐶) para todos os 
conjuntos C de números reais tais que  {X ∈ 𝐶} é um evento. 

 

 

• Segue imediatamente da definição da distribuição de X que 
essa distribuição é, em si mesma, uma medida de 
probabilidade sobre o conjunto dos números reais. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – 
Distribuição de uma variável aleatória 



 

• Exemplo 3.1.4: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – 
Distribuição de uma variável aleatória 



 

• Exemplo 3.1.5:  
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – 
Distribuição de uma variável aleatória 



 

• Exemplo 3.1.5 (cont):  
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas – 
Distribuição de uma variável aleatória 



 

• Definição 3.1.3: Distribuição discreta / variável aleatória 
discreta 
Dizemos que uma variável aleatória X tem uma distribuição 
discreta ou que X é uma variável aleatória discreta se X pode 
assumir apenas um número finito k de diferentes valores 
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘, ou no máximo uma sequência infinita de 
diferentes valores 𝑥1, 𝑥2, … 

 

• Variáveis aleatórias que podem assumir qualquer valor em um 
intervalo são ditas ter distribuições contínuas, e serão 
discutidos na Seção 3.2. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



 

• Definição 3.1.4: Função de probabilidade / Suporte 
Se uma variável aleatória X tem uma distribuição discreta, a 
função de probabilidade (abreviada por f.p. em português, p.f. 
em inglês) de X é definida como a função f tal que para cada 
número real x,  
 

𝑓(𝑥) = Pr 𝑋 = 𝑥 . 
 
O fecho do conjunto {𝑓(𝑥) > 0} é denominado suporte de X 
(ou suporte da distribuição de X). 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



• Exemplo 3.1.6: 

 

 

 

 

 

 

 

• Exemplo 3.1.7: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



• Teorema 3.1.1: 
Seja X uma variável aleatória discreta com f.p. f. Se x não é um 
dos possíveis valores de X, então f x = 0. Adicionalmente, se 
a sequência 𝑥1, 𝑥2, … inclui todos os possíveis valores de X, 
então  𝑓(𝑥𝑖)

∞
𝑖=1 = 1. 

 

• Teorema 3.1.2: 
Se X tem uma distribuição discreta, a probabilidade de cada 
subconjunto C da reta real pode ser determinada pela relação 

Pr 𝑋 ∈ 𝐶 =  𝑓(𝑥𝑖)

𝑥𝑖∈𝐶

. 

 

 16 

3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



• Exemplo de f.p. típica: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

– Soma das alturas de todos os segmentos verticais deve ser igual a 1 

– Probabilidade de X pertencer a um conjunto de valores é a soma das 
probabilidades individuais 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



• Definição 3.1.5: Distribuição / variável aleatória de Bernoulli  
Uma variável aleatória Z que assume apenas dois valores 0 e 1 
com Pr 𝑍 = 1 = 𝑝 tem a distribuição de Bernoulli com 
parâmetro p. 
Dizemos também que Z é uma variável aleatória de Bernoulli 
com parâmetro p.  

 

 

• Exemplo:  
Variável Z no Exemplo 3.1.6 tem distribuição de Bernoulli com 
parâmetro 0.65252. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Definição de distribuições discretas 



• Definição 3.1.6: Distribuição uniforme nos inteiros. 
Sejam 𝑎 ≤ 𝑏 inteiros. Suponha que o valor de uma variável 
aleatória X seja igualmente provável para cada um dos 
inteiros 𝑎, … , 𝑏. Então dizemos que x tem distribuição 
uniforme nos inteiros 𝑎, … , 𝑏. 

 

• Exemplo 3.1.8: 

 

 

 

 
A variável X tem distribuição uniforme nos inteiros 0,1,...,999. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições uniformes nos inteiros 



 

• Uma distribuição uniforme em um conjunto de k inteiros tem 
probabilidade de 1/k em cada inteiro.  

• Em uma sequência 𝑎, 𝑎 + 1,… , 𝑏, com 𝑏 > 𝑎, existem 
𝑏 − 𝑎 + 1 inteiros (incluindo a e b). 
O teorema abaixo é decorrência direta desses resultados. 

 

• Teorema 3.1.3: Se X tem distribuição uniforme nos inteiros 
𝑎, 𝑎 + 1,… , 𝑏, a f. p. de X é  
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições uniformes nos inteiros 



 

• A distribuição uniforme nos inteiros 𝑎,… , 𝑏 representa o 
resultado de um experimento que é usualmente descrito 
dizendo-se que um dos inteiros 𝑎,… , 𝑏 é escolhido ao acaso.  

• Nesse contexto, a expressão “ao acaso” significa que cada um 
dos 𝑏 − 𝑎 + 1 inteiros é igualmente provável de ser escolhido. 

• Logo, não é possível escolher um inteiro ao acaso do conjunto 
de todos os inteiros positivos, pois não é possível atribuir a 
mesma probabilidade a cada um dos inteiros positivos e ainda 
fazer com que a soma dessas probabilidades seja 1.  

• Ou seja, uma distribuição uniforme não pode ser atribuída a 
uma sequência infinita de possíveis valores.  
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições uniformes nos inteiros 



• Exemplo 3.1.9: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições binomiais 



• O Exemplo 3.1.9 é uma generalização do Exemplo 2.2.5 com n 
itens inspecionados ao invés de apenas 6, e também reescrito 
na notação de variáveis aleatórias.  

• Para 𝑥 = 0,1,… , 𝑛, a probabilidade de obter cada sequência 
ordenada particular de n itens contendo exatamente 𝑥 itens 
defeituosos e 𝑛 − 𝑥 não defeituosos é 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥, 

exatamente como no Exemplo 2.2.5. Como há 
𝑛
𝑥

 diferentes 

sequências ordenadas desse tipo, segue que  
 

 

• Portanto, a f.p. de X é como segue: 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições binomiais 



• Definição 3.1.7: Distribuição / variável aleatória binomial 
A distribuição discreta representada pela f.p. da equação 3.1.4 
é denominada distribuição binomial com parâmetros n e p. 
Uma variável aleatória com essa distribuição é dita ser uma 
variável aleatória binomial com parâmetros n e p. 

 

• O nome de cada distribuição binomial é suficiente para 
construir sua f.p.  
– Nome inclui os dois parâmetros 

 

• A família de distribuições binomiais é uma das mais 
importantes em probabilidade e estatística. 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições binomiais 



• Note que, para valores altos de 𝑛 e 𝑥, a Equação 3.1.4 não 
pode ser aplicada diretamente, pois: 

– Os fatoriais envolvidos no coeficiente binomial 
𝑛
𝑥
=

𝑛!

𝑥!  𝑛−𝑥 !
 

convergem rapidamente para infinito e, assim, “estourando” a 
capacidade de representação (ou precisão) das linguagens de 
programação 

– Analogamente, as potências 𝑝𝑥 e (1 − 𝑝)𝑛−𝑥  convergem rapidamente 
para 0, também “estourando” a precisão das linguagens de 
programação 

• Solução:  

– realizar os cálculos parciais em logaritmos 

– reconverter o resultados dos cálculos para exponencial 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições binomiais 



• Método computacionalmente estável para computar 𝑓(𝑥) na 
Equação 3.1.4: 

𝑙𝑓 𝑥 = log 𝑓(𝑥) = log
𝑛!

𝑥!  𝑛 − 𝑥 !
  𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥

= log(𝑛!) − log 𝑥! − log 𝑛 − 𝑥 ! + log 𝑝𝑥 + log([1 − 𝑝]𝑛−𝑥)

= log 𝑖

𝑛

𝑖=1

− log 𝑖

𝑥

𝑖=1

− log 𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=1

+ 𝑥 log 𝑝 + 𝑛 − 𝑥 log 1 − 𝑝  

 
𝑓 𝑥 = exp(𝑙𝑓 𝑥 ) 
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3.1 Variáveis aleatórias e distribuições discretas –  
Distribuições binomiais 



• A seguir, consideramos variáveis aleatórias que podem 
assumir qualquer valor em um intervalo (limitado ou não). 

 

• Se uma variável aleatória X está associada com uma função f 
tal que a integral de f sobre cada intervalo fornece a 
probabilidade de X estar no intervalo, então denominamos f a 
função de densidade de probabilidade (f.d.p) de X e dizemos 
que X tem uma distribuição contínua. 
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3.2 Distribuições contínuas 



• Exemplo 3.2.1 
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3.2 Distribuições contínuas  
A função de densidade de probabilidade 



• Definição 3.2.1: Distribuição / variável aleatória contínua: 
Dizemos que uma variável aleatória X tem uma distribuição 
contínua ou que X é uma variável aleatória contínua se existe 
uma função não-negativa f, definida na reta real, tal que para 
todo intervalo de números reais (limitado ou não), a 
probabilidade de que X assume um valor no intervalo é a 
integral de f sobre aquele intervalo. 
 

• Por exemplo, na situação descrita na Definição 3.2.1, para 
cada intervalo fechado [a,b],  
 
 
Analogamente,  

Pr 𝑋 ≥ 𝑎 =  𝑓 𝑥  𝑑𝑥
∞

𝑎
 e Pr 𝑋 ≤ 𝑏 =  𝑓 𝑥  𝑑𝑥

𝑏

−∞
. 
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3.2 Distribuições contínuas  
A função de densidade de probabilidade 



• Definição 3.2.2: Função de densidade de probabilidade / 
Suporte  
Se X tem uma distribuição contínua, a função f descrita na 
Definição 3.2.1 é denominada função de densidade de 
probabilidade (abreviada por f.d.p. em portugês, p.d.f. em 
inglês) de X.  
O fecho do conjunto {x:  f x > 0} é denominado suporte de X 
(ou suporte da distribuição de X). 

 

• Toda f.d.p. deve satisfazer os dois seguintes requisitos: 
 
e 
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3.2 Distribuições contínuas  
A função de densidade de probabilidade 



• Exemplo de f.d.p. típica: 
– Área total sob a curva deve ser 1 

– O valor de Pr 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏  é igual à área da região sombreada 

– Lembre-se de que Pr 𝑋 = 𝑎 = Pr 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎 = 0. 
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3.2 Distribuições contínuas  
A função de densidade de probabilidade 



• Definição 3.2.3: Distribuição uniforme em um intervalo 
Sejam a e b dois números reais dados tais que a < b. Seja X 
uma variável aleatória tal que é conhecido que 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 e, 
para cada subintervalo de [a, b], a probabilidade de que X 
pertence àquele subintervalo é proporcional ao comprimento 
do mesmo. Então dizemos que a variável aleatória X tem a 
distribuição uniforme no intervalo [a, b]. 

 

• Uma variável aleatória X com a distribuição uniforme no 
intervalo [a, b] representa o resultado de um experimento 
que é comumente descrito dizendo que um ponto é escolhido 
ao acaso do intervalo [a, b], ou seja, O ponto é tão provável 
de ser escolhido de uma parte qualquer do intervalo como de 
qualquer outra parte de mesmo comprimento. 
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3.2 Distribuições contínuas 
Distribuições uniformes em intervalos 



• Teorema 3.2.1: F.d.p de uma distribuição uniforme 
Se X tem a distribuição uniforme em um intervalo [a, b], então 
a f.d.p. de X é  
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3.2 Distribuições contínuas  
Distribuições uniformes em intervalos 



• Observações: 
– Densidade não é probabilidade! 

A f.d.p. de 𝑋, 𝑓(𝑥), por si só não é igual à probabilidade de 𝑋 estar 
perto de 𝑥; essa probabilidade pode ser fornecida pela integral de 𝑓 
sobre regiões próximas de 𝑥. 

– Assim como ocorre com variáveis discretas com distribuição uniforme 
nos inteiros a,...,b, com variáveis contínuas não é possível definir uma 
distribuição uniforme sobre um intervalo não limitado, pois o 
comprimento de tal intervalo é infinito.  

– Considere novamente a distribuição no intervalo [a, b]. Uma vez que a 
probabilidade é 0 que um dos limites a ou b sejam escolhidos, é 
irrelevante se a distribuição é considerada como uma distribuição 
uniforme no intervalo fechado 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏, ou como uma distribuição 
uniforme no intervalo aberto 𝑎 < 𝑋 < 𝑏, ou quaisquer outras versões 
(a, b], [a, b) (as integrais permanecem as mesmas). 
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3.2 Distribuições contínuas  
Distribuições uniformes em intervalos 



• Exemplo 3.2.3: 

 

 

 

 

 

 

 

 
– Esse exemplo ilustra um ponto importante que simplifica muitos 

resultados estatísticos. A f.d.p. de X foi especificada sem fornecer 
explicitamente o valor da constante c. Contudo, fomos capazes de 
calcular o valor de c usando o fato de que a integral de uma f.d.p. deve 
ser 1. 35 

3.2 Distribuições contínuas  
Outras distribuições contínuas 



• Exemplo 3.2.4: 
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3.2 Distribuições contínuas  
Outras distribuições contínuas 



• Exemplo 3.2.5: 

 

 

 

 

 

 

 
 

– Mesmo que a voltagem seja limitada em situações reais, a f.d.p acima 
pode fornecer uma boa aproximação para a distribuição de X sobre 
sua faixa completa de valores.  

– Para checar a condição 3.2.5, usar a solução em: 
http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcII/ImproperIntegrals.aspx 
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3.2 Distribuições contínuas  
Outras distribuições contínuas 



• Frequentemente, as distribuições padrão encontradas em 
problemas práticos são discretas ou contínuas. Porém, são 
comuns situações em que devemos considerar uma 
distribuição que é uma mistura de uma distribuição discreta 
com uma distribuição contínua. 

• Um caso típico ocorre com dados censurados, como o 
exemplo abaixo. 
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3.2 Distribuições contínuas  
Distribuições mistas 



• Exemplo 3.2.7: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

– É fácil verificar que Pr 0 < Y < 3 = Pr 0 < X < 3 =  
1

(1+𝑥)2
𝑑𝑥

3

0
=
3

4
 , 

o que implica que Pr X ≥ 3 = 1/4.  Assim: 

𝑓 𝑦 =

0 para 𝑦 ≤ 0 ou 𝑦 > 3
1

(1 + 𝑦)2
 para 0 < 𝑦 < 3

1

4
 para 𝑦 = 3
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3.2 Distribuições contínuas  
Distribuições mistas 



• Toda distribuição (discreta ou contínua) pode ser 
caracterizada pela sua função de distribuição acumulada, 
abreviada por f.d.a. em português e c.d.f. em inglês. 

• A inversa da f.d.a é chamada função quantil, e é útil para 
indicar valores de interesse da variável aleatória de acordo 
com a distribuição acumulada. 
– P.ex mediana, quartis, decis, percentis, etc são todos aplicações da 

função quantil. 
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3.3 Função de distribuição acumulada  



• Exemplo 3.3.1: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 



• Definição 3.3.1: Função de distribuição acumulada 
A função de distribuição ou função de distribuição acumulada 
(abreviada por f.d.a. em português, c.d.f. em inglês) F para 
uma variável aleatória X é a função 

 

 

• A definição acima vale para qualquer variável aleatória X, seja 
ela discreta, contínua ou mista. 

 

• No exemplo 3.3.1, foi apresentada a f.d.a. para uma variável 
aleatória contínua. O exemplo a seguir apresenta a f.d.a. de 
uma variável aleatória discreta. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



• Exemplo 3.3.2: 

 

 

 

 

 

 

• Propriedades principais de uma f.d.a: 
– Permite cálculos de probabilidade de quaisquer intervalos (Teorema 

3.3.2)  

– É uma função definida na reta real (Equação 3.3.2, slide anterior) 

– O valor de F para qualquer x é um número no intervalo [0,1] 

– Satisfaz às três propriedades a seguir. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



• Propriedade 3.3.1: Não decrescente 
A função 𝐹(𝑥) é não decrescente em 𝑥; ou seja, se 𝑥1 < 𝑥2, 
𝐹(𝑥1) < 𝐹(𝑥2). 
– Dem: se 𝑥1 < 𝑥2, então o evento {𝑋 ≤ 𝑥1} é um subconjunto do evento 
{𝑋 ≤ 𝑥2}. Logo, pelo Teorema 1.5.4, Pr{𝑋 ≤ 𝑥1} ≤ Pr{𝑋 ≤ 𝑥2}. 

 

• Propriedade 3.3.2: Limites em ±∞ 
lim𝑥→−∞𝐹 𝑥 = 0 e lim𝑥→∞𝐹 𝑥 = 1. 

– Dem: Exercício 13 na Seção 1.10. 

 

• Valores limites especificados na Propriedade 3.3.2 são 
exemplificados na Figura 3.6. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



No exemplo acima: 

- 𝐹 𝑥  é descontínua 

- 𝐹 𝑥 = 1 em 𝑥 = 𝑥4  Pr 𝑋 ≤ 𝑥4 = 1 e Pr 𝑋 > 𝑥4 = 0 

- 𝐹 𝑥  tende a 0 com 𝑥 → −∞ mas Pr 𝑋 ≤ 𝑥 > 0, ∀ 𝑥 ∈ ℝ 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



 

• Para fda’s descontínuas, para cada valor fixo 𝑥, denotamos 
𝐹 𝑥−  o limite dos valores de 𝐹 𝑦  à medida em que y se 
aproxima de 𝑥 à esquerda: 

𝐹 𝑥− = lim
𝑦→𝑥
𝑦<𝑥

𝐹(𝑦) . 

 

• Analogamente, denotamos por 𝐹 𝑥+  o limite dos valores de 
𝐹 𝑦  à medida em que y se aproxima de 𝑥 à direita: 

𝐹 𝑥+ = lim
𝑦→𝑥
𝑦>𝑥

𝐹(𝑦) . 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



• Propriedade 3.3.3: Continuidade à direita.  
Uma f.d.a. é sempre contínua à direita, ou seja, 𝐹 𝑥 = 𝐹 𝑥+  
para todo ponto x. 

– Dem: Seja 𝑦1 > 𝑦2 > ⋯ uma sequência decrescente de números tais 
que lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑥. Então o evento  {𝑋 ≤ 𝑥} é a intersecção de todos 
os eventos  {𝑋 ≤ 𝑥𝑛} para 𝑛 = 1,2, … . Logo, pelo Exercício 13 da 
Seção 1.10,  

𝐹 𝑥 = Pr 𝑋 ≤ 𝑥 = lim
𝑛→∞
Pr 𝑋 ≤ 𝑦𝑛 = 𝐹 𝑥

+ . 

 

• Segue da Propriedade 3.3.3 que todo ponto de 
descontinuidade 𝑥, 𝐹 𝑥+ = 𝐹(𝑥) e 𝐹 𝑥− < 𝐹(𝑥). 
– Exemplo: Figura 3.6 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Definição e propriedades básicas 



• Exemplo 3.3.3: 

 

 

 

 

 

 

 

• O raciocínio do exemplo acima pode ser estendido para uma 
variável aleatória arbitrária, para quaisquer intervalos.  

• Teoremas a seguir derivam essa probabilidades para quatro 
tipos de intervalos.  
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Determinação de probabilidades a partir da f.d.a 



• Teorema 3.3.1: 
Para cada valor x,  

 

– Dem: Os eventos {𝑋 > 𝑥} e {𝑋 ≤ 𝑥} são disjuntos, e sua união é o 
espaço amostral completo S cuja probabilidade é 1. Logo, 
Pr 𝑋 > 𝑥 + Pr 𝑋 ≤ 𝑥 = 1 e o resultado segue diretamente da 
Equação 3.3.2. 

• Teorema 3.3.2: 
Para todos os valores 𝑥1 e 𝑥2 tais que 𝑥1 < 𝑥2, 
 

– Dem: Seja 𝐴 = {𝑥1 < 𝑋 ≤ 𝑥2}, B = {𝑋 ≤ 𝑥1} e C = {𝑋 ≤ 𝑥2}. Como 
no exemplo 3.3.3, A e B são disjuntos, e sua união é C; então, 
Pr 𝑥1 < 𝑋 ≤ 𝑥2 + Pr 𝑋 ≤ 𝑥1 = Pr(𝑋 ≤ 𝑥2). 
Subtraindo Pr 𝑋 ≤ 𝑥1  nos dois lados e aplicando a Equação 3.3.2, 
segue o resultado. 

49 

3.3 Função de distribuição acumulada 
Determinação de probabilidades a partir da f.d.a 



• Teorema 3.3.3: 
Para cada valor x,  

 

– Dem: Seja 𝑦1 < 𝑦2 < ⋯ uma sequência crescente de números tais 
que lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝑥. Então pode-se mostrar que  
 
 
 
Logo, pelo exercício 12 da Seção 1.10 segue que  
 
 
 

 

 

– Exemplos Fig. 3.6: Pr 𝑋 < 𝑥3 = 𝑧2e Pr 𝑋 < 𝑥4 = 1. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Determinação de probabilidades a partir da f.d.a 



• Teorema 3.3.4: 
Para cada valor x,  

 

– Dem: Note-se que Pr X = x = Pr X ≤ x − Pr X < x . Aplicando as 
Equações 3.3.2 e 3.3.5, segue o resultado. 

 

 

– Exemplo: Na Fig. 3.6: Pr 𝑋 = 𝑥1 = 𝑧1 − 𝑧0, Pr 𝑋 = 𝑥3 = 𝑧3 − 𝑧2  e 
a probabilidade de qualquer outro valor individual de X é 0. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
Determinação de probabilidades a partir da f.d.a 



• Função de distribuição acumulada para variáveis discretas: 
– Pela definição e propriedades de uma f.d.a  𝐹(𝑥), segue que se 𝑎 < 𝑏  

e  Pr 𝑎 < 𝑋 < 𝑏 = 0, então:  

• 𝐹 𝑥  será constante e horizontal no intervalo 𝑎 < 𝑋 < 𝑏.  

• A cada ponto 𝑥 tal que Pr 𝑋 = 𝑥 > 0, a f.d.a. aumentará pelo 
montante Pr 𝑋 = 𝑥 . 

– Suponha que 𝑋 tem uma distribuição discreta com a f.p. 𝑓(𝑥). As 
propriedades de uma f.d.a. implicam que 𝐹(𝑥) deve ter a seguinte 
forma: 

• 𝐹(𝑥) terá um aumento de magnitude 𝑓(𝑥𝑖) a cada possível valor 
de 𝑋; 

• 𝐹(𝑥) será constante entre cada par de saltos sucessivos. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A f.d.a. de uma distribuição discreta 



• Ex: se uma variável aleatória X tem uma função de 

probabilidade dada por 𝑝 1 =
1

4
, 𝑝 2 =

1

2
, 𝑝 3 =

1

8
,

𝑝 4 =
1

8
.       Então a f.d.a  será: 

53 

3.3 Função de distribuição acumulada 
A f.d.a. de uma distribuição discreta 



• Teorema 3.3.5: 
Seja X uma variável aleatória com distribuição contínua, e 
denotemos por 𝑓(𝑥) e 𝐹(𝑥) sua f.d.p. e f.d.a, 
respectivamente. Então:  
– F é contínua em todo x,  

–   

–   

 
para todo x em que f é contínua. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A f.d.a. de uma distribuição contínua 



• Teorema 3.3.5: 
– Dem:  

• Como a probabilidade de cada ponto individual é 0, F não possui 
saltos, e portanto é uma função contínua em toda a reta real.  

• Por definição, 𝐹 𝑥 = Pr (𝑋 ≤ 𝑥). Como f é a f.d.p. de X, temos da 
definição de f.d.p. que Pr (𝑋 ≤ 𝑥) corresponde ao lado direito da 
Equação 3.3.7. 

• Segue da Equação 3.3.7 e da relação entre integrais e derivadas (o 
teorema fundamental do cálculo) que, para todo x em que f é 
contínua, vale a Equação 3.3.8. 

 

• Assim, a f.d.a. de uma variável aleatória contínua X pode ser 
obtida da f.d.p e vice-versa.  
– Exemplos 3.2.5 e 3.3.1 apresentam, respectivamente, a f.d.p. e a f.d.a. 

da variável X representando a voltagem em um sistema elétrico.  
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A f.d.a. de uma distribuição contínua 



• Exemplo 3.3.4: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A f.d.a. de uma distribuição contínua 



• Exemplo 3.3.5: 

 

 

 

 

 

• O valor 𝑥0 procurado no exemplo 3.3.5 é denominado o 
quantil 0.5 de X ou o 50º percentil de X pelo fato de 50% da 
distribuição de X ser igual ou menor que 𝑥0. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Definição 3.3.2: Quantis / percentis 
Seja 𝑋 uma variável aleatória com f.d.a. 𝐹. Para cada 𝑝 estri-
tamente entre 0 e 1, defina 𝐹−1(𝑝) como o menor valor de 𝑥 
tal que 𝐹 𝑥 ≥ 𝑝.  Então 𝐹−1(𝑝) é denominado o quantil p de 
X ou o (100p)º percentil de X.  
A função 𝐹−1 aqui definida no intervalo aberto (0,1) é 
denominada a função quantil de X. 

 

• Exemplo 3.3.6: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• A notação 𝐹−1 necessita de uma breve justificativa: 
– Suponha inicialmente que a f.d.a. 𝐹 de 𝑋 seja contínua e bijetora sobre 

todo o conjunto dos possíveis valores de 𝑋. Então a inversa 𝐹−1 existe, 
e para cada 0 < p < 1, existe um e somente um 𝑥 tal que 𝐹 𝑥 = 𝑝: 
Este 𝑥 é 𝐹−1(𝑝).  

– A Definição 3.3.2 estende o conceito de função inversa para funções 
não decrescentes (como as f.d.a’s) que podem não ser nem bijetoras 
nem contínuas.   

– Por essa razão, a função quantil é também denominada  
Inversa Generalizada de F. 

 

• Quantis de distribuições contínuas: 
Como mencionamos acima, quando a f.d.a. de uma variável 
aleatória X é contínua e bijetora no conjunto completo de 
possíveis valores de X, a inversa 𝐹−1 existe e é igual à função 
quantil de X.  
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.7: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.7 (continuação) 

61 

3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.8: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.8 (continuação): 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Quantis de distribuições discretas: 
A definição 3.3.2 garante a existência da função quantil para quaisquer 
distribuições discretas, contínuas ou mistas: 

– 𝐹−1 𝑝 = min{𝑥|𝐹 𝑥 ≥ 𝑝} , 0 < 𝑝 < 1.  

 

• Ex: Figura 3.6: 

 𝐹−1 𝑝 = 𝑥1, 𝑧0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑧1 

 𝐹−1 𝑝 = 𝑥3, 𝑧2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑧3 

 

• Obs: 

– 𝐹−1 não está definida  
para 𝑝 = 0 

– Nem sempre há  
garantia da existência  
de 𝐹−1 1  
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.9: 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Exemplo 3.3.9 (continuação): 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Definição 3.3.3: Mediana / quartis 
O quartil ½ ou 50º percentil de uma distribuição é denominado sua 
mediana.  
O quantil ¼ ou 25º percentil de uma distribuição é denominado seu quartil 
inferior.  
O quantil ¾ ou 75º percentil de uma distribuição é denominado seu 
quartil superior.  

 

• Obs: A mediana é uma medida resumo bastante popular. 
– Lembre que o quantil ½ é o menor número 𝑥 tal que 𝐹 𝑥 ≥ 1/2.  

– Para algumas distribuições (usualmente discretas), há um intervalo de 
números [𝑥1, 𝑥2) tal que, para todo 𝑥 ∈ 𝑥1, 𝑥2 , 𝐹 𝑥 = 1/2. Nesse 
caso,  há duas convenções possíveis: 

• Considerar quaisquer valores nesse intervalo (incluindo 𝑥2) como 
medianas da distribuição; 

• Considerar o valor (𝑥1 + 𝑥2)/2 como a mediana. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Quantis são úteis para sumarizar distribuições em termos de 
onde está a probabilidade.  
– Por exemplo, se queremos expressar onde a metade central de uma 

distribuição está, podemos dizer que se encontra entre os quantis 0,25 
e 0,75. 

• Dessa forma, a função quantil é uma forma alternativa de 
caracterizar uma distribuição. 
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3.3 Função de distribuição acumulada 
A função quantil 



• Generalizamos a seguir o conceito de distribuição de uma 
variável aleatória para o conceito de distribuição conjunta de 
duas variáveis aleatórias. 

• Com isso, introduzimos:  
– a f.p. conjunta para duas variáveis aleatórias discretas; 

– a f.d.p. conjunta para duas variáveis aleatórias contínuas; 

– a f.d.a. conjunta para duas variáveis aleatórias quaisquer. 

– Distribuições mistas (com uma variável discreta e uma contínua) 
também serão tratadas. 
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3.4 Distribuições bivariadas 



• Definição 3.4.1: Distribuição conjunta / bivariada 
Sejam X e Y variáveis aleatórias. A distribuição conjunta ou 
distribuição bivariada de X e Y é a coleção de todas as 
probabilidades da forma Pr [(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐶] para todos os 
conjuntos 𝐶 de pares de números reais tais que {(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐶} é 
um evento.   
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3.4 Distribuições bivariadas 



• Exemplo 3.4.1: 
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3.4 Distribuições bivariadas 



• Exemplo 3.4.2: 
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3.4 Distribuições bivariadas 



• Definição 3.4.2: Distribuição conjunta discreta 
Sejam X e Y variáveis aleatórias, e considere o par ordenado 
(𝑋, 𝑌). Se existe apenas um número finito ou no máximo 
contável de possíveis valores 𝑥, 𝑦  para o par (𝑋, 𝑌), então 
dizemos que X e Y possuem uma distribuição conjunta 
discreta.  

 

• As duas variáveis aleatórias no Exemplo 3.4.2 possuem uma 
distribuição conjunta discreta. 

 

• Teorema 3.4.1: Suponha que duas variáveis aleatórias X e Y 
possuam, cada uma, uma distribuição discreta. Então X e Y 
possuem uma distribuição conjunta discreta. 
– Argumento da demonstração: produto cartesiano de dois conjuntos 

contáveis é contável. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas discretas 



• Definição 3.4.3: Função de probabilidade conjunta 
A função de probabilidade conjunta (abreviada por  
f.p. conjunta ou joint p.f) de X e Y é definida como a função 𝑓 
tal que, para cada ponto 𝑥, 𝑦  no plano 𝑥𝑦,  

𝑓 𝑥, 𝑦 = Pr 𝑋 = 𝑥 e 𝑌 = 𝑦 . 

 

• Teorema 3.4.2: Sejam X e Y variáveis aleatórias com 
distribuição conjunta discreta. Se 𝑥, 𝑦  não é um dos 
possíveis valores do par 𝑋, 𝑌 , então 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0. Também, 
 
 
Finalmente, para cada conjunto C de pares ordenados, 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas discretas 



• Exemplo 3.4.3: 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas discretas 



• Exemplo 3.4.3 (continuação): 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas discretas 



• Exemplo 3.4.4: 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas contínuas 



• Definição 3.4.4: Distribuição conjunta contínua / f.d.p. 
conjunta / suporte 
Duas variáveis X e Y possuem uma distribuição conjunta 
contínua se existe uma função não negativa 𝑓 definida sobre 
todo o plano 𝑥𝑦 tal que, para cada subconjunto C do plano,  

Pr[ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐶] = 𝑓 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 𝑑𝑦

 

𝐶

, 

se a integral existe. 
A função 𝑓 é denominada a função de densidade de 
probabilidade conjunta (abreviada f.d.p. conjunta ou joint 
p.d.f) de X e Y.  

O fecho do conjunto { 𝑥, 𝑦 ∶ 𝑓 𝑥, 𝑦 > 0} é denominado 
suporte da distribuição (ou suporte de) 𝑋, 𝑌 . 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas contínuas 



• Exemplo 3.4.5: 

 

 

 

 

 

• Teorema 3.4.3: Uma f.d.p. conjunta deve satisfazer as 
seguintes condições: 

 

 e 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas contínuas 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas contínuas 



• Observação: 
– Vimos anteriormente que, se X e Y variáveis aleatórias discretas, sua 

função de probabilidade conjunta também é discreta. 

– No caso de variáveis aleatórias contínuas: 

• Se a distribuição de probabilidade conjunta de X e Y for contínua, 
então X e Y possuem, cada uma, distribuição contínua; 

• Todavia, se X e Y tiverem distribuições contínuas, não 
necessariamente sua distribuição conjunta será contínua. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições conjuntas contínuas 



• Discutimos anteriormente distribuições bivariadas que são ou 
discretas ou contínuas. Ocasionalmente, pode ser necessário 
considerar uma distribuição bivariada mista em que uma 
variável aleatória é discreta e outra é contínua. 

• Exemplo 3.4.10: 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Definição 3.4.5: f.p / f.d.p conjunta 
Sejam X e Y variáveis aleatórias tais que X é discreta e Y é 
contínua. Suponha que exista uma função 𝑓 𝑥, 𝑦  definida no 
plano 𝑥𝑦 tal que, para cada par A e B de subconjuntos dos 
números reais,  
 
 
se a integral existe. Então a função 𝑓 é denominada a 
f.p./f.d.a. conjunta de X e Y. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Toda f.p./f.d.p. conjunta deve satisfazer duas condições. Se X é 
a variável aleatória discreta com valores possíveis 𝑥1, 𝑥2, … e Y 
é a variável aleatória contínua, então 𝑓 𝑥, 𝑦 ≥ 0 para todo 
𝑥, 𝑦  e  
 
 

• Como 𝑓 é não negativa, a soma e a integral nas Equações 
3.4.4 e 3.4.5 podem ser feitas na ordem que for mais 
conveniente. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Nota: Probabilidades de conjuntos mais gerais: Para um 
conjunto geral C de pares de números reais, podemos 
computar Pr [(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐶] usando a f.p./f.d.p. conjunta de X e 
Y.  

– Para cada 𝑥, seja 𝐶𝑥 = {𝑦 ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶}. Então  
 
 
 
se todas as integrais existem 

– Alternativamente, para cada 𝑦, seja 𝐶𝑦 = {𝑥 ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶}, e então  
 
 
 
se a integral existe. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Exemplo 3.4.11: 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Exemplo 3.4.11 (continuação): 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Distribuições bivariadas mistas 



• Definição 3.4.6: Função de distribuição acumulada conjunta  
A função de distribuição conjunta ou função de distribuição 
acumulada conjunta (f.d.a. conjunta ou joint c.d.f.) de duas 
variáveis aleatórias X e Y é definida como a função 𝐹 tal que, 
para todos os valores de 𝑥 e 𝑦 (−∞ < 𝑥 < ∞ e  
−∞ < 𝑦 < ∞),  

𝐹 𝑥, 𝑦 = Pr 𝑋 ≤ 𝑥 e 𝑌 ≤ 𝑦 . 

 

• Observação 1:  
Da Definição 3.4.6, é claro que 𝐹 𝑥, 𝑦  é monotonicamente 
não decrescente em 𝑥 para cada 𝑦 fixado e monotonicamente 
não decrescente em 𝑦 para cada 𝑥 fixado. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Funções de distribuições acumuladas bivariadas 



• Observação 2:  
Se a f.d.a. conjunta de duas variáveis aleatórias arbitrárias 𝑋 e 
𝑌 é 𝐹, então a probabilidade do par (𝑋, 𝑌) estar em um 
retângulo específico no plano 𝑥𝑦 pode ser obtida de 𝐹 como 
segue: Para os limites especificados 𝑎 < 𝑏 e c < 𝑑,  
 
 
 
 
 
 
Logo, a probabilidade do retângulo 𝐶 representado na Fig. 
3.14 (próximo slide) é dada pela combinação de valores de 𝐹 
derivada acima. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Funções de distribuições acumuladas bivariadas 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Funções de distribuições acumuladas bivariadas 



• Observação 3: Obtenção da f.d.a. a partir da d.f.p e vice-
versa: 
Se 𝑋 e 𝑌 possuem distribuição conjunta contínua com f.d.p. 
conjunta 𝑓, então a f.d.a. conjunta em (𝑥, 𝑦) é  
 
 
(Os símbolos r e s denotam variáveis auxiliares de integração; 
a ordem de integração sobre x e y pode ser invertida) 
A f.d.p. conjunta pode ser derivada da f.d.a. conjunta usando 
as relações 
 
 
em todo ponto (x,y) para o qual essas derivações de segunda 
ordem existem. 
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3.4 Distribuições bivariadas 
Funções de distribuições acumuladas bivariadas 



• Teorema 3.4.5: Suponha que 𝑋 e 𝑌 possuam f.d.a. conjunta 𝐹. 
A f.d.a. 𝐹1 apenas da variável aleatória simples 𝑋 pode ser 
derivada da f.d.a. conjunta 𝐹 como 
                             𝐹1(𝑥) = lim

𝑦→∞
𝐹(𝑥, 𝑦).  

Analogamente, a f.d.a. 𝐹2 de 𝑌 é igual a 
                             𝐹2(𝑦) = lim

𝑥→∞
𝐹(𝑥, 𝑦).  

– Uma forma de verificar esse teorema para variáveis aleatórias com 
distribuições contínuas  é usar a Observação 3:  
Se X e Y possuem f.d.p. f, então: 

𝐹1 𝑥 =   𝑓 𝑟, 𝑠  𝑑𝑟
∞

−∞

𝑥

−∞

 𝑑𝑠 =  lim
𝑦→∞
 𝑓 𝑟, 𝑠  𝑑𝑟 𝑑𝑠
𝑦

−∞

𝑥

−∞

= lim
𝑦→∞
𝐹 𝑥, 𝑦 ; 

analogamente, 

𝐹2 𝑦 =   𝑓 𝑟, 𝑠  𝑑𝑟 𝑑𝑠
∞

−∞

𝑦

−∞

=  lim
𝑥→∞
 𝑓 𝑟, 𝑠  𝑑𝑟 𝑑𝑠
𝑥

−∞

𝑦

−∞

= lim
𝑥→∞
𝐹 𝑥, 𝑦 . 
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• Exemplo 3.4.14 para a Observação 3 e o Teorema 3.4.5: 
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• Exemplo 3.4.14 (cont): 
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• Exemplo 3.4.14 (cont): 
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• Exemplo 3.4.15: 
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• Exemplo 3.4.15 (cont): 
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• Anteriormente neste capítulo, foi introduzido o conceito de 
distribuições para variáveis aleatórias, e na Seção 3.4 foi 
discutida a generalização para distribuições conjuntas para 
duas variáveis simultaneamente. 

• Frequentemente, partimos de uma distribuição conjunta para 
duas variáveis e queremos encontrar a distribuição de apenas 
uma delas.  

• A distribuição de uma variável X obtida de uma distribuição 
conjunta é também denominada a distribuição marginal de X.  
– Cada variável terá uma f.d.a. marginal, bem como uma f.d.p. (ou f.p.) 

marginal  

• Nesta seção será introduzido também o conceito de variáveis 
aleatórias independentes, o qual é uma generalização natural 
de eventos independentes.  
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• Vimos no Teorema 3.4.5 que, se a f.d.a. conjunta de duas 
variáveis aleatórias X e Y é conhecida, então a f.d.a. 𝐹1 da 
variável aleatória X pode ser derivada de F.  

• Vimos um exemplo dessa derivação no Exemplo 3.4.15.  

• Se X tem uma distribuição contínua, podemos também 
derivar a f.d.p. de X a partir da distribuição conjunta. 
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• Exemplo 3.5.1:  
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• As ideias empregadas no exemplo 3.5.1 levam à definição a 
seguir. 

 

• Definição 3.5.1: f.d.a./f.p./f.d.p. marginal 
Suponha que X e Y possuam uma distribuição conjunta. A 
f.d.a. de X derivada pelo Teorema 3.4.5 é denominada f.d.a. 
marginal de X.  
Similarmente, a f.p. ou f.d.p. de X associada com a f.d.a. de X é 
denominada  f.p. marginal ou f.d.p. marginal de X. 

 

•  O teorema a seguir indica como obter distribuições marginais 
para variáveis aleatórias discretas. 
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• Teorema 3.5.1: Se X e Y possuem uma distribuição conjunta 
discreta para a qual a f.p. conjunta é f, então a f.p. marginal 𝑓1 
de 𝑋 é  
                              𝑓1(𝑥) =  𝑓(𝑥, 𝑦)𝑦 .                      (3.5.1) 

Analogamente, a f.p. marginal 𝑓2 de 𝑌 é  
                              𝑓2 𝑦 =  𝑓(𝑥, 𝑦)𝑥 .      

– Dem: Apresentamos o resultado para 𝑓1, já que para 𝑓2 o raciocínio é 
análogo. Uma ilustração da prova está na Figura 3.15, na qual o 
conjunto de pontos na caixa tracejada é o conjunto de pares com 
primeira coordenada 𝑥. O evento {𝑋 = 𝑥} pode ser expressado como 
a união dos eventos representados pelos pares na caixa tracejada, 
denotados por 𝐵𝑦 = {𝑋 = 𝑥 e 𝑌 = 𝑦} para todo valor possível 𝑦. Os 

eventos 𝐵𝑦 são disjuntos ePr 𝐵𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Uma vez que 

 Pr(𝑋 = 𝑥) =  𝑓(𝑥, 𝑦)𝑦 , então vale a Equação 3.5.1. 
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• Teorema 3.5.1 (cont): 
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• Exemplo 3.5.2: 
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• Exemplo 3.5.2 (cont): 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• O termo distribuição marginal deriva do fato de que as 
distribuições marginais correspondem aos totais que 
aparecem nas margens de tabelas como a Tabela 3.4. 
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• O teorema a seguir indica como obter distribuições marginais 
para variáveis com distribuições conjuntas contínuas. 

 

• Teorema 3.5.2: Se X e Y possuem uma distribuição conjunta 
contínua com f.d.p. conjunta f, então a f.d.p. marginal 𝑓1 de X 
é  
 
 
Analogamente, a f.d.p. marginal 𝑓2 de Y é  
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• Teorema 3.5.2 (cont):  
– Dem: Será apresentada a prova da Eq. (3.5.2), já que a prova de (3.5.3) 

é similar. Para cada 𝑥, Pr(𝑋 ≤ 𝑥) pode ser escrita como  
Pr[(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐶], onde 𝐶 = { 𝑟, 𝑠 : 𝑟 ≤ 𝑥,−∞ < 𝑠 < ∞}. Podemos 
computar essa probabilidade diretamente da f.d.p. conjunta de X e Y 
como: 
 
 
 
 
 
 
A integral interna na última expressão da Eq. (3.5.4) é uma função de 𝑟 
e pode ser facilmente reconhecida como 𝑓1(𝑟), onde 𝑓1 é definida na 

Eq. (3.5.2). Segue que Pr (𝑋 ≤ 𝑥) =  𝑓1 𝑟  𝑑𝑟
𝑥

−∞
, de modo que 𝑓1 é a 

f.d.p. marginal de 𝑋. 
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• Exemplo 3.5.3: 
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• Exemplo 3.5.3 (cont): 
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• Exemplo 3.5.3 (cont): 
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• Se X possui distribuição discreta e Y distribuição contínua, 
pode-se derivar a f.p. marginal de X e a f.d.p. marginal de Y da 
f.p./f.d.p. conjunta de forma análoga à derivação de uma f.p. 
(Teorema 3.5.1) ou de uma f.d.p. (Teorema 3.5.2).  
Esse resultado é apresentado no teorema abaixo. 

 

• Teorema 3.5.3: Seja f a f.p./f.d.p. conjunta de X e Y, com X 
discreta e Y contínua. Então a f.p. marginal de X é 
 
 
e a f.d.p. marginal de Y é 

111 

3.5 Distribuições marginais 
Derivando uma f.p. marginal ou uma f.d.p. marginal  



• Exemplo 3.5.4: 
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• Observação final desta seção: 

– Embora as distribuições marginais de X e Y possam ser derivadas de 
sua distribuição conjunta, não é possível reconstruir a distribuição 
conjunta de X e Y a partir de suas distribuições marginais sem 
informação adicional.  

– Por exemplo, as f.d.p’s ilustradas nas Figs. 3.17 e 3.18 não dão 
nenhuma informação a respeito da relação entre X e Y.  
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• Exemplo 3.5.6: 
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• Definição 3.5.2: Variáveis aleatórias independentes 
É dito que duas variáveis aleatórias X e Y são independentes 
se, para quaisquer dois conjuntos A e B de números reais tais 
que {𝑋 ∈ 𝐴} e {𝑌 ∈ 𝐵} sejam eventos,  
 
 

• Em outras palavras, seja E qualquer evento cuja ocorrência ou 
não ocorrência depende apenas do valor de X (tal como 
𝐸 = 𝑋 ∈ 𝐴 ), e seja D qualquer evento cuja ocorrência ou 
não ocorrência depende apenas do valor de Y (tal como 
𝐷 = 𝑌 ∈ 𝐵 ). Então X e Y são variáveis aleatórias 
independentes se e somente se E e D são eventos 
independentes, para todos os eventos E e D desse tipo. 
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• Pelo argumento anterior, se X e Y são independentes, então 
para quaisquer números reais x e y, deve ser verdadeiro que  
 
 
Além disso, como todas as probabilidades para X e Y do tipo 
que aparece na Eq. (3.5.5) podem ser derivadas de 
probabilidades do tipo que aparece na Eq. (3.5.6), pode-se 
mostrar que se a Eq. (3.5.6) é satisfeita para todos os valores 
de x e y, então X e Y devem ser independentes.  

 

• O argumento acima pode ser sumarizado (sem demonstração) 
no Teorema a seguir. 

 

 

 

116 

3.5 Distribuições marginais 
Variáveis aleatórias independentes 



• Teorema 3.5.4: Seja 𝐹 a f.d.a. acumulada de X e Y, 𝐹1 a f.d.a. 
marginal de X e 𝐹2 a f.d.a. marginal de Y. Então X e Y são 
independentes se e somente se, para quaisquer números 
reais x e y,  𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝐹1 𝑥  𝐹2 𝑦 . 

 

• O Teorema a seguir estabelece uma condição necessária e 
suficiente sobre a f.d.p. conjunta de X e Y para que essas duas 
variáveis sejam independentes. 
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• Teorema 3.5.5: Suponha que X e Y sejam variáveis aleatórias 
com uma f.p, f.d.p. ou f.p/f.d.p. conjunta f. Então X e Y serão 
independentes se e somente se f puder ser representada na 
seguinte forma para −∞ < 𝑥 < ∞ e −∞ < 𝑦 < ∞: 
                            𝑓 𝑥, 𝑦 = ℎ1 𝑥  ℎ2 𝑦 ,                           (3.5.7) 
onde ℎ1 é uma função não negativa apenas de x e ℎ2 é uma 
função não negativa apenas de y. 

 

• Corolário 3.5.1: Duas variáveis aleatórias X e Y são 
independentes se e somente se a seguinte fatorização é 
satisfeita para quaisquer números reais x e y: 
                            𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓1 𝑥  𝑓2 𝑦 .                           (3.5.8) 
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• Significado de independência: 
– Foi apresentada uma definição matemática de variáveis aleatórias 

independentes na Definição 3.5.2, mas não a interpretação do 
conceito de variáveis aleatórias independentes. 

– Note que vários conceitos associados a variáveis aleatórias têm 
conexão direta com eventos, e portanto a interpretação de variáveis 
aleatórias independentes deve ser similar à interpretação de eventos 
independentes. 

– Consideramos dois eventos como independentes se o conhecimento 
de um deles ter ocorrido não altera a probabilidade do outro evento 
ocorrer.  

– É mais fácil estender essa ideia a variáveis aleatórias discretas. 
Suponha que X e Y têm uma distribuição conjunta discreta. Se, para 
cada y, saber que 𝑌 = 𝑦 não altera nenhuma das probabilidades dos 
eventos {𝑋 = 𝑥}, seria natural considerar que X e Y são 
independentes.  
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• Significado de independência (cont): 
– De fato, do Corolário 3.5.1 e da definição de f.p. marginal, observa-se 

que X e Y são independentes se e somente se, para todo y tal que 
Pr 𝑌 = 𝑦 > 0 e todo x, Pr 𝑋 = 𝑥|𝑌 = 𝑦 = Pr (𝑋 = 𝑥), ou seja, 
aprender o valor de Y não altera nenhuma das probabilidades 
associadas a X. 

– Quando definirmos formalmente distribuições condicionais na Seção 
3.6 a seguir, veremos que esta interpretação de variáveis aleatórias 
discretas independentes se estende para todas as distribuições 
bivariadas. 

– Em resumo, se queremos descobrir se duas variáveis aleatórias X e Y 
são independentes ou não, devemos pensar se mudaríamos a 
distribuição de X depois de conhecer o valor de Y ou vice-versa. 
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• Exemplo 3.5.7: 
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• Exemplo 3.5.7 (cont.): 
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• Exemplo 3.5.8: 
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• Exemplo 3.5.8 (cont.): 
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• Nesta seção, o conceito de probabilidade condicional é 
generalizado para distribuições condicionais.  

• Note-se que distribuições são meramente coleções de 
probabilidades de eventos determinados por variáveis 
aleatórias.  

• A ideia é que haverá tipicamente diversas variáveis aleatórias 
de interesse em um problema prático. Depois de observarmos 
algumas daquelas variáveis aleatórias, desejamos estar aptos 
a ajustar as probabilidades associadas com aquelas que ainda 
não foram observadas.  

• A distribuição condicional de uma variável X dada outra Y será 
a distribuição que usaríamos para X após conhecermos o valor 
de Y. 
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• Exemplo 3.6.1: 
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• Exemplo 3.6.1 (cont.): 
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• Suponha que X e Y sejam duas variáveis aleatórias com uma distribuição 
conjunta cuja f.p. é f. Denotaremos, como anteriormente, por 𝑓1 e 𝑓2 as 
f.p’s marginais de X e Y, respectivamente.  

• Depois de observarmos que 𝑌 = 𝑦, a probabilidade de que a variável 
aleatória 𝑋 terá um valor particular 𝑥 é especificada pela probabilidade 
condicional abaixo: 

 

 

 

 

 

• Em outras palavras, se é sabido que 𝑌 = 𝑦, então a probabilidade de 
X = 𝑥 será atualizado pelo valor da Eq. (3.6.1).  

• A seguir, consideramos a distribuição completa de X depois de 
observarmos 𝑌 = 𝑦.  
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• Definição 3.6.1: Distribuição/f.p. condicional 
Sejam X e Y variáveis aleatórias com uma distribuição 
conjunta discreta e f.p. conjunta f. Seja 𝑓2 a f.p. de Y. Para cada 
y tal que 𝑓2 𝑦 > 0, defina  
 
 
 
Então 𝑔1 é denominada a f.p. condicional de X dado Y.  
A distribuição discreta cuja f.p. é 𝑔1(. |𝑦) é denominada a 
distribuição condicional de X dado que 𝑌 = 𝑦.  
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• Definição 3.6.1: Distribuição/f.p. condicional (cont) 
Devemos verificar que 𝑔1 𝑥 𝑦  é de fato uma f.p. como uma 
função de x para cada y. Seja y tal que 𝑓2 𝑦 > 0. Então 
𝑔1 𝑥 𝑦 ≥ 0 para todo x e  
 
 
 
Analogamente, se x é um valor de dado de X tal que 
𝑓1 𝑥 = Pr (𝑋 = 𝑥) > 0, e se 𝑔2 𝑦 𝑥  é a p.f. condicional de Y 
dado que 𝑋 = 𝑥, então  
 
 
Para cada x tal que 𝑓1 𝑥 > 0, a função 𝑔2 𝑦 𝑥  será uma f.p. 
como uma função de y. 
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• Exemplo 3.6.2: 
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• Exemplo 3.6.3: 
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• Exemplo 3.6.4: 
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• Exemplo 3.6.4 (cont): 
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• O conceito de probabilidade condicional pode ser estendido 
para distribuições contínuas, usando a analogia entre uma f.p. 
(caso discreto) e uma f.d.p. (caso contínuo). 

 

135 

3.6 Distribuições condicionais 
Distribuições condicionais contínuas 



• Definição 3.6.2: f.d.p. condicional 
Sejam X e Y variáveis aleatórias com uma distribuição 
conjunta contínua, f.d.p. conjunta f e respectivas marginais 𝑓1 
e 𝑓2. Seja y um valor de Y tal que 𝑓2 𝑦 > 0. Então a a f.d.p. 
condicional de X dado 𝑌 = 𝑦,  𝑔1, é definida como segue:  
 
 
 
(Para valores de y tais que  𝑓2 𝑦 = 0 pode-se definir 𝑔1(𝑥|𝑦) 
como quisermos, contanto que 𝑔1(𝑥|𝑦) seja uma f.d.p. como 
função de x.) 
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• Teorema 3.6.1: Para cada 𝑦, 𝑔1(𝑥|𝑦) apresentada na 
Definição 3.6.2 é uma f.d.p. como função de 𝑥.  
– Dem: se 𝑓2 𝑦 = 0, então 𝑔1(𝑥|𝑦) pode se qualquer f.d.p. , e o 

resultado vale.  
Se 𝑓2 𝑦 > 0, 𝑔1 é definida pela Eq. (3.6.4). Para cada tal y,  é claro 
que 𝑔1(𝑥|𝑦) ≥ 0 para todo x. Também, se 𝑓2 𝑦 > 0, 
 
 
 
 
usando a Eq. (3.5.3): 
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• Exemplo 3.6.5: 
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• A Definição 3.6.2 possui uma interpretação que pode ser 
compreendida considerando a Fig. 3.20 (próximo slide).  

– A f.d.p. conjunta define uma superfície sobre o plano xy para o qual a 
altura 𝑓(𝑥, 𝑦) em cada ponto (𝑥, 𝑦) representa a verossimilhança 
relativa daquele ponto.   

– Por exemplo, se é sabido que 𝑌 = 𝑦0, então o ponto (𝑥, 𝑦) deve estar 
na linha 𝑦 = 𝑦0 no plano xy,  e a verossimilhança relativa de qualquer 
ponto (𝑥, 𝑦0) nesta linha é 𝑓(𝑥, 𝑦0).  

– Logo, a f.d.p. condicional 𝑔1(𝑥|𝑦0) de X deveria ser proporcional a 
𝑓(𝑥, 𝑦0).  

– Em outras palavras, 𝑔1(𝑥|𝑦0) é essencialmente a mesma que 𝑓(𝑥, 𝑦0), 
apenas incluindo um fator constante 1/[𝑓2 𝑦0 ], que é necessário 
para fazer a f.d.p. condicional integrar em 1 sobre todos os valores  
de x. 
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• Definição análoga de 𝑔1(𝑥|𝑦) se aplica a 𝑔2 𝑦 𝑥 :  
Para cada valor de x tal que 𝑓1 𝑥 > 0, a f.d.p. condicional de Y 
dado que 𝑋 = 𝑥 é definida como: 

 

 

 

• Para distribuições mistas, usamos as Eqs (3.6.2) e (3.6.3) para 
definir f.p’s e f.d.p’s condicionais. 

 

• Definição 3.6.3: f.p. ou f.d.p. condicional de distribuições 
mistas 
Seja X discreta e Y contínua com f.p./f.d.p. conjunta  f. Então a 
f.p. condicional de X dado 𝑌 = 𝑦 é definida pela Eq. (3.6.2), e a 
f.d.p. condicional de Y dado 𝑋 = 𝑥 é definida pela Eq. (3.6.3). 
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• Exemplo 3.6.7: 
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• Exemplo 3.6.7 (cont): 
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• Generalização da regra de multiplicação para probabilidades 
condicionais: 

– Um caso especial do Teorema 2.1.2, a regra de multiplicação para 
probabilidades condicionais, afirma que se A e B são eventos, então 
Pr 𝐴 ∩ 𝐵 = Pr 𝐴 Pr (𝐵|𝐴).  

– O seguinte teorema, cuja prova é imediata das Eqs. (3.6.4) e (3.6.5), 
generaliza o Teorema 2.1.2 para o caso de duas variáveis aleatórias.  

– Relembrando Eqs. (3.6.4) e (3.6.5):  
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• Teorema 3.6.2: Regra da multiplicação para distribuições. 
Sejam X e Y variáveis aleatórias tais que X tem f.p. ou f.d.p. 
𝑓1 𝑥  e Y tem f.p. ou f.d.p. 𝑓2 𝑦 .  
Assuma também que a f.p. ou f.d.p. condicional de X dado 
𝑌 = 𝑦 seja 𝑔1(𝑥|𝑦) e a f.p. ou f.d.p. condicional de Y dado 
𝑋 = 𝑥 seja 𝑔2 𝑦 𝑥 .  
Então para todo y tal que 𝑓2 𝑦 > 0 e todo x,  
 
 
onde f é a f.p. ou f.d.p. conjunta de X e Y.  
Analogamente, para todo x tal que 𝑓1 𝑥 > 0 e todo y,  
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• Exemplo 3.6.9: 
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• Exemplo 3.6.9 (cont): 
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• Exemplo 3.6.9 (cont): 
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• Exemplo 3.6.9 (extensão):  
Para n=8, x=2? 𝑔2 𝑝 𝑥 = 9𝑝

2(1 − 𝑝)6/2 
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• Teorema de Bayes e a lei da probabilidade total para variáveis 
aleatórias: 
– A Eq. (3.6.9) é um exemplo da generalização da lei da probabilidade 

total para variáveis aleatórias.  

– Adicionalmente, a Eq. (3.6.10) é um exemplo da generalização do 
teorema de Bayes para variáveis aleatórias.  

– Os teoremas a seguir formalizam esse resultado. 
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• Teorema 3.5.3: Lei da probabilidade total para variáveis 
aleatórias 
Se 𝑓2(𝑦) é a f.p. ou f.d.p. de uma variável aleatória Y e 𝑔1 𝑥 𝑦  
é a f.p. ou f.d.p. condicional de X dado 𝑌 = 𝑦, então a f.p. ou 
f.d.p. marginal de X é  
 
 
 
se Y for discreta. Se Y for contínua, a f.p. ou f.d.p. de X é  
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• Teorema 3.5.4: Teorema de Bayes para variáveis aleatórias 
Se 𝑓2(𝑦) é a f.p. ou f.d.p. de uma variável aleatória Y e 𝑔1 𝑥 𝑦  
é a f.p. ou f.d.p. condicional de X dado 𝑌 = 𝑦.  
Então a f.p. ou f.d.p. condicional de Y dado 𝑋 = 𝑥 é 

 
 
onde 𝑓1(𝑥) é obtida das Eqs. (3.6.11) ou (3.6.12).  
Analogamente, a f.p. ou f.d.p. de X dado 𝑌 = 𝑦 é  

 
 
onde 𝑓2(𝑦) é obtido das Eqs. (3.6.11) ou (3.6.12) com x e y 
invertidos e os subscritos 1 e 2 invertidos. 
 

152 

3.6 Distribuições condicionais 
Construção da distribuição conjunta 



• Teorema 3.5.5: Variáveis aleatórias independentes 
Suponha que X e Y são duas variáveis aleatórias com uma f.p. 
ou f.d.p.  f. Então X e Y são independentes se e somente se 
para todo valor de y tal que 𝑓2 𝑦 > 0 e todo valor de x,  
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• São comuns situações em que, o que se deseja, não é 
simplesmente calcular a distribuição de uma variável aleatória 
X, mas sim a distribuição de alguma função de X.  

• Por exemplo, se X é a taxa pela qual clientes são atendidos em 
uma fila, então 1/X é o tempo médio de espera.  

• Se temos a distribuição de X, deveríamos ser capazes de 
determinar a distribuição de 1/X ou de qualquer outra função 
de X.  

• Veremos nessa seção como fazer isto. 
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• Exemplo 3.8.1: 

 

 

 

 

• O exemplo acima ilustra o procedimento geral para encontrar 
a distribuição de uma função de uma variável aleatória 
discreta, indicado pelo teorema a seguir. 
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• Teorema 3.8.1: Função de uma variável aleatória discreta 
Seja X uma variável aleatória discreta com f.p. f, e seja 
𝑌 = 𝑟(𝑋) para alguma função 𝑟 definida no conjunto de 
todos os possíveis valores de X. Para cada possível valor y de 
Y, a f.p. g de Y é  

 

 

 

• Exemplo 3.8.2: 
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• Se uma variável aleatória X tem distribuição contínua,  nem 
sempre é possível derivar diretamente a função de densidade 
de probabilidade de Y, como ocorre com variáveis discretas. 

– Não basta trocar o somatório por integral, pois o conjunto   
𝑥: 𝑟 𝑥 = 𝑦  pode ter integral nula. 

 

• Uma forma de proceder é calcular a f.d.a. de Y a partir da 
f.d.p. ou da f.d.a. de X, como apresentado no exemplo abaixo. 
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• Exemplo 3.8.3: 
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• No caso geral, suponha que a f.d.p. de X seja f e que outra 
variável aleatória seja definida como 𝑌 = 𝑟(𝑋). Para cada 
número real y, a f.d.a. 𝐺(𝑦) de Y pode ser derivada como 
segue: 

 

 

 

• Se a variável aleatória Y também possui uma distribuição 
contínua, sua f.d.p. g pode ser obtida da relação  

 
 
Esta relação é satisfeita em qualquer ponto y no qual G é 
diferenciável.  
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• Exemplo 3.8.4: 
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• Exemplo 3.8.4 (cont): 
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• Em análise estatística, métodos computacionais de simulação 
têm sido cada vez mais utilizados 

– Uma das peças chave em simulações é poder gerar uma variável 
aleatória com certa distribuição de probabilidade. 
Exemplos: 

• Lançamento de uma moeda ou de um dado (não necessariamente 
honestos) 

• Taxa de peças defeituosas produzidas por uma máquina (ver Ex. 
3.6.9) 

• Taxa de ocorrência de sinistros em uma carteira de seguros  

• Tempo de vida de um organismo, componente ou equipamento 

• Concentração de microrganismos em um meio 

– Vários métodos de simulação de variáveis aleatórias se baseiam em 
uma transformação especial, definida a seguir. 
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• Teorema 3.8.3: Transformação integral de probabilidade 
Seja X uma variável aleatória contínua com f.d.a. F, e seja Y a 
transformação de X tal que 𝑌 = 𝐹(𝑋). (Esta transformação de X 
em Y é denominada transformação integral de probabilidade). 
A distribuição de Y é a distribuição uniforme no intervalo [0,1]. 
– Dem: Como F é uma f.d.a., segue que 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 para −∞ < 𝑥 < ∞. 

Logo, Pr 𝑌 < 0 = Pr 𝑌 > 1 = 0. Como F é contínua, o conjunto de x 
tal que 𝐹 𝑥 = 𝑦 é um intervalo não vazio e fechado [𝑥0, 𝑥1] para cada y 
no intervalo (0,1). Dessa forma, 𝑌 ≤ 𝑦 sse 𝑋 ≤ 𝑥1. Seja G a f.d.a. de Y. 
Então, 
𝐺 𝑦 = Pr 𝑌 ≤ 𝑦 = Pr 𝑋 ≤ 𝑥1 = 𝐹 𝑥1 = 𝑦. 

Logo, 𝐺 𝑦 = 𝑦 para 0 < 𝑦 < 1, o que corresponde justamente à f.d.a. 
da distribuição uniforme no intervalo [0,1].  
Portanto, Y tem distribuição uniforme no intervalo [0,1]. 
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• Na demonstração do Teorema anterior, denotemos por 𝐹−1(𝑦) 
o limite inferior 𝑥0 do intervalo [𝑥0, 𝑥1] tal que 𝐹 𝑥 = 𝑦; 𝑥0  é 
denominado o quantil y de F pela Definição 3.3.2. 
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F-1(y) 

F(x1) 



• Como Pr 𝑋 = 𝐹−1 𝑌 = 1 na prova do Teorema 3.8.3, temos 

o seguinte corolário: 

 

• Corolário 3.8.1: 
Seja U uma variável aleatória com distribuição uniforme no 
intervalo [0,1], e seja F uma f.d.a. contínua com função quantil 
𝐹−1. Então 𝑋 = 𝐹−1 𝑈  tem f.d.a. F. 
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• Método da Transformação Inversa:  
– O corolário 3.8.1 fornece um método de simulação de variáveis 

aleatórias contínuas, usando a transformação inversa. 

– Para gerar uma variável aleatória X com f.d.a. contínua F: 

1. Gere uma variável aleatória U com distribuição uniforme no 
intervalo [0,1]; 

2. Use a transformação 𝑋 = 𝐹−1(𝑈);  
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• Método análogo ao da transformação inversa para variáveis 
aleatórias discretas:  
– Usando a definição de função quantil (também chamada inversa 

generalizada), podemos também gerar variáveis aleatórias discretas. 

– Para gerar uma variável aleatória discreta X com f.p.  
Pr 𝑋 = 𝑥𝑗 = 𝑝𝑗, 𝑗 = 0,1, … ,  𝑝𝑗𝑗 = 1, 
podemos utilizar o seguinte procedimento análogo ao método da 
transformação inversa: 

1. Gere uma variável aleatória U com distribuição uniforme no 
intervalo [0,1]; 

2. Use a transformação abaixo para X: 

𝑋 =

𝑥1se 𝑈 ≤ 𝑝1
𝑥2 se 𝑝1 < 𝑈 ≤ 𝑝1 + 𝑝2

⋮

𝑥𝑗  se  𝑝𝑖
𝑗−1

𝑖=1
< 𝑈 ≤ 𝑝𝑖

𝑗

𝑖=1

⋮
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• Exemplos em R de simulação de variáveis aleatórias pelo 
método da transformação inversa:  

 
– Página html:  

www.each.usp.br/lauretto/ACH2053_2018/exemplo_metodo_transf_inv.html 

 

– Código-fonte: 
www.each.usp.br/lauretto/ACH2053_2018/exemplos_metodo_transf_inv.r 
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