
ACH2053 – Introdução à Estatística

1

Conteúdo Teórico:
04 – Esperança

Marcelo de Souza Lauretto

Sistemas de Informação – EACH

www.each.usp.br/lauretto

Referência: 
Morris DeGroot, Mark Schervish. 

Probability and Statistics. 4th Ed. – 4º capítulo



• Abreviações:
– f.p.: função de probabilidade (variável discreta)

• Inglês: p.f. (probability function)

– f.d.p.: função de densidade de probabilidade (variável contínua)

• Inglês: p.d.f. (probability density function)

– f.d.a.: função de distribuição acumulada

• Inglês: c.d.f. (cummulative distribution function)

• Notações:
– 𝑓(𝑥): f.p. ou f.d.p. da variável aleatória X

– 𝐹(𝑥): f.d.a. da variável aleatória X

– 𝐹−1(𝑝): função quantil de uma variável aleatória X; 𝑝 ∈ (0,1)

– 𝑓(𝑥, 𝑦): f.p. ou f.d.p. conjunta das variáveis aleatórias X,Y

– 𝑓1(𝑥): f.p. ou f.d.p. marginal de X; 𝑓2(𝑦): f.p. ou f.d.p. marginal de Y; 

– 𝑔1(𝑥|𝑦): f.p. ou f.d.p. condicional de X dado 𝑌 = 𝑦; 𝑔2(𝑦|𝑥): f.p. ou f.d.p. 
condicional de Y dado 𝑋 = 𝑥

• Slides com símbolo          correspondem aos tópicos relevantes
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Abreviações e notações úteis



4.1 Esperança de variáveis aleatórias

• A distribuição de uma variável aleatória X contém toda a 
informação probabilística a respeito de X;

• Contudo, a distribuição completa de X é difícil ou 
inconveniente de ser apresentada
– Necessidade de medidas resumo;

• A medida resumo mais popular é a média, também 
denominada valor esperado ou esperança
– Útil para dar às pessoas uma ideia de onde o valor esperado de X deve 

se situar, sem necessidade de tentar descrever a distribuição 
completa;

– Intuitivamente, a esperança de uma variável aleatória é a média 
ponderada dos possíveis valores da variável aleatória, em que os pesos 
correspondem às probabilidades (ou densidades de probabilidade)

• O valor esperado também tem papel importante em métodos 
de aproximação (especialmente em simulação);
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• Exemplo 4.1.1:
•

• Exemplo 4.1.2:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• O cálculo apresentado no Exemplo 4.1.2 é facilmente 
generalizável para variáveis aleatórias com números finitos de 
valores. 

• Definição 4.1.1: Média de variáveis aleatórias discretas 
limitadas
Seja X uma variável aleatória discreta limitada com f.p. f. A 
esperança de X, denotada por 𝐸(𝑋), é um número definido 
como segue:

A esperança de X é também referida como média de X ou 
valor esperado de X.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• No exemplo 4.1.2, 𝐸 𝑋 = 0.9. 
– 0.9 não é um dos valores possíveis de X naquele exemplo.

– Essa característica é típica com variáveis aleatórias discretas. 

• Exemplo 4.1.3:

• Se X for ilimitada, ainda pode ser possível definir 𝐸 𝑋 como a 
média ponderada de seus possíveis valores, desde que 
satisfeita certa condição.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• Definição 4.1.1: Média de variáveis aleatórias discretas gerais
Seja X uma variável aleatória discreta com f.p. f. Suponha que 
pelo menos uma das seguintes somas seja finita:

Então a média, esperança, ou valor esperado de X é dita existir 
e é definida como

Se as duas somas em (4.1.2) são infinitas, então 𝐸(𝑋) não 
existe.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• A razão pela qual a esperança falha em existir se ambas as 
somas em (4.1.2) são infinitas é que, em tais casos, a soma em 
(4.1.3) não é bem definida.
– Ou a soma total em (4.1.3) não converge ou pode convergir para 

diferentes valores rearranjando-se os termos em ordens diferentes.

• Se apenas uma das duas somas em (4.1.2) é infinita, então o 
valor esperado também é infinito com o mesmo sinal da soma 
que for infinita.

• Se ambas as somas são finitas, então a soma em (4.1.3) 
converge e não depende da ordem na qual os termos são 
somados.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• Exemplo 4.1.5: 
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• Observação: 
– Embora 𝐸 𝑋 seja denominada esperança de X, ela depende somente 

da distribuição de X. 

– Duas variáveis aleatórias com mesma distribuição terão a mesma 
esperança, mesmo que tenham significados diferentes.

– Por esta razão, frequentemente nos referimos à esperança de uma 
distribuição mesmo que não tenhamos em mente uma variável 
aleatória com aquela distribuição.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições discretas



• A ideia de computar uma média ponderada dos possíveis 
valores pode ser generalizada para variáveis aleatórias 
contínuas usando-se integrais ao invés de somas.

• A distinção entre variáveis aleatórias limitadas e ilimitadas 
aparece nesse caso pelas mesmas razões.

• Definição 4.1.1: Média de variáveis aleatórias contínuas 
limitadas
Seja X uma variável aleatória contínua limitada com f.d.p.  f.  A 
média, esperança ou valor esperado de X, denotada 𝐸(𝑋), é 
definida como segue:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições contínuas



• Exemplo 4.1.6:

• Para variáveis aleatórias contínuas gerais, modifica-se a 
Definição 4.1.2.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições contínuas



• Definição 4.1.1: Média de variáveis aleatórias contínuas 
gerais
Seja X uma variável aleatória contínua com f.d.p.  f. Suponha 
que pelo menos uma das seguintes integrais seja finita:

Então a média, esperança, ou valor esperado de X é dita 
existir e é definida como

Se as duas integrais em (4.1.5) são infinitas, então 𝐸(𝑋) não 
existe.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições contínuas



• Exemplo 4.1.7:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Esperança de distribuições contínuas



• A esperança de uma variável aleatória ou, equivalentemente, 
a média de sua distribuição, pode ser vista como sendo o 
centro de gravidade daquela distribuição

• Considere a f.p. representada na Fig. 4.1. 
– O eixo x pode ser visto como um longo bastão sem massa ao longo do 

qual pesos são fixados. 

– Se cada peso igual a 𝑓(𝑥𝑗) é fixado neste bastão no ponto 𝑥𝑗, então o 

bastão estará equilibrado se for apoiado no ponto 𝐸(𝑋). 

• Considere agora a f.d.p. representada na Fig. 4.2. 
– Nesse caso, o eixo x pode ser visto como um longo bastão sobre o qual 

a massa varia continuamente. 

– Se a densidade do bastão em cada ponto 𝑥 é igual a 𝑓(𝑥), então o 
centro de gravidade do bastão será localizado no ponto 𝐸(𝑋).
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Interpretação da esperança
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Interpretação da esperança
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Interpretação da esperança



• Note que a média de uma distribuição pode ser fortemente 
afetada mesmo por uma pequena mudança no montante de 
probabilidade atribuída por um valor grande de x.
– Por exemplo, a média da distribuição representada pela f.p. na Fig. 4.1 

pode ser movida para qualquer ponto no eixo x, não importando quão 
distante da origem aquele ponto pode estar

– Basta remover um montante de probabilidade arbitrariamente 
pequeno mas positivo de um dos pontos 𝑥𝑗 e adicionando este 
montante de probabilidade a um ponto suficientemente distante da 
origem.

• Outro fato é que, se uma distribuição for simétrica com 
respeito a um ponto dado 𝑥0, ou seja, se 
𝑓 𝑥0 + 𝛿 = 𝑓 𝑥0 − 𝛿 para todo 𝛿, e se sua média 𝐸(𝑋)
existe, então 𝐸 𝑋 = 𝑥0.
– A condição de existência da média é importante, pois há distribuições 

simétricas para as quais a média não existe. 
Ex: Distribuição de Cauchy 18

4.1 Esperança de variáveis aleatórias
Interpretação da esperança



• Como calcular a esperança de uma variável Y = r(X), dado que 
conhecemos a distribuição de X?

• Exemplo 4.1.10:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Funções de uma única variável aleatória:
Se X é uma variável aleatória cuja f.d.p. é f, então a esperança 
de cada função a valores reais 𝑟(𝑋) pode ser encontrada 
aplicando-se a definição da esperança de 𝑟(𝑋) como segue:
– Se 𝑌 = 𝑟(𝑋), determine a distribuição de probabilidade de Y, e então 

determine 𝐸(𝑌) aplicando ou a Eq. (4.1.1) ou (4.1.4). 

– Por exemplo, suponha que Y tenha uma distribuição contínua com 
f.d.p. g.Então

se a esperança existe.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Exemplo 4.1.11:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Embora o método apresentado no Exemplo 4.1.11 possa ser 
usado para encontrar a média de uma variável aleatória 
contínua, não é necessário determinar a f.d.p. de 𝑟(𝑋) para 
calcular a esperança 𝐸[𝑟 𝑋 ]. 

• De fato, pode-se mostrar que o valor de 𝐸[𝑟 𝑋 ] pode ser 
calculado diretamente usando-se o resultado a seguir.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Teorema 4.1.1: Lei do estatístico inconsciente
Seja X uma variável aleatória, e seja r uma função a valores 
reais com domínio nos reais. 
Se X tem uma distribuição contínua, então 

se a média existe. Se X tem uma distribuição discreta, 

se a média existe.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Teorema 4.1.1 (cont)

– Por que “lei do estatístico inconsciente”? Porque é possível calcular a 
esperança de Y sem necessidade de conhecer sua distribuição 
(basta conhecer a distribuição de X) 24

4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Exemplo 4.1.12:

• Exemplo 4.1.13:
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Funções de diversas variáveis aleatórias:

• Teorema 4.1.2: Lei do estatístico inconsciente
Suponha que X1, X2, ..., Xn são variáveis aleatórias com f.d.p. 
conjunta f(x1, x2, ..., xn). Seja r uma função a valores reais de n
variáveis reais. Suponha que Y=r(X1, X2, ..., Xn). Então E(Y) 
pode ser determinada diretamente da relação 

se a média existe. Analogamente, se X1, X2, ..., Xn tem uma 
distribuição conjunta discreta com f.p. conjunta f(x1, x2, ..., xn), 

se a média existe.
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4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Funções de diversas variáveis aleatórias:

• Exemplo 4.1.16:

27

4.1 Esperança de variáveis aleatórias
A esperança de uma função



• Apresentamos alguns resultados que simplificam o cálculo de 
esperanças para algumas funções comuns de variáveis 
aleatórias. 

• Suponha que X seja uma variável aleatória para a qual a 
esperança E(X) existe. Serão apresentados alguns resultados 
das propriedades básicas da esperança.
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Teorema 4.2.1: Função linear
Se Y=aX+b, onde a e b são constantes finitas, então

• Corolário 4.2.1: 
Se X=c com probabilidade 1, então E(X) = c.
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.2:
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Teorema 4.2.2: 
Se existe uma constante tal que Pr(X≥a)=1, então E(X) ≥ a. Se 
existe uma constante tal que Pr(X ≤ b)=1, então E(X) ≤ b.

• Segue do Teorema 4.2.2. que, se Pr(a ≤ X ≤ b)=1, 
então a ≤ E(X) ≤ b.
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Teorema 4.2.3: 
Suponha que E(X)=a e que ou Pr(X≥a)=1 ou Pr(X ≤ a)=1. 
Então Pr(X = a) = 1.
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Teorema 4.2.4:
Suponha que X1, X2, ..., Xn são n variáveis aleatórias tais que 
E(X1),  E(X2) ... E(Xn) existem. Então
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• O Corolário a seguir decorre dos Teoremas 4.2.1 e 4.2.4, e 
afirma que a esperança de uma combinação linear entre 
diversas variáveis corresponde à combinação linear entre as 
respectivas esperanças:

• Corolário 4.2.2:
Suponha que E(Xi) é finita para i=1,...,n. Para quaisquer 
constantes  a1,...,an e b, 
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.3:
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.5:
– Esse exemplo mostra que, como uma variável com distribuição 

binomial é formada pela soma de variáveis de Bernoulli 
independentes, sua esperança pode ser calculada usando o teorema 
4.2.4: 
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.5 (cont):
– Note que, se calcularmos a esperança explicitamente pela definição 

4.1.1, conforme Equação 4.2.6 abaixo, obteremos o mesmo valor para 
a esperança.
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.6:
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Exemplo 4.2.6 (cont):
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4.2 Propriedades da esperança
Teoremas básicos



• Teorema 4.2.6:
Se X1, X2, ..., Xn são n variáveis aleatórias independentes tais 
que a esperança E(Xi) é finita (i=1,...,n), então 
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança do produto de variáveis aleatórias independentes



• Teorema 4.2.6 (cont):
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança do produto de variáveis aleatórias independentes



• Diferença fundamental entre Teoremas 4.2.4 e 4.2.6:

– Se cada esperança E(Xi) é finita (i=1,...,n), então a soma de um grupo 
de variáveis aleatórias é sempre igual à soma de suas esperanças 
individuais (Teorema 4.2.4);

– Contudo, a esperança do produto de um grupo de variáveis aleatórias 
não é sempre igual ao produto de suas esperanças individuais; Se as 
variáveis aleatórias são independentes, então essa igualdade também 
vale (Teorema 4.2.6). 
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança do produto de variáveis aleatórias independentes



• Exemplo 4.2.7:
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança do produto de variáveis aleatórias independentes



• Exemplo 4.2.8:
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança do produto de variáveis aleatórias independentes



• Teorema 4.2.7: Variáveis aleatórias com valores inteiros
Seja X uma variável aleatória que pode assumir apenas os 
valores 0,1,2,... Então
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança de distribuições não negativas



• Teorema 4.2.7: Variáveis aleatórias com valores inteiros 
(cont)

• Outra forma de computar E(X) para variáveis aleatórias com a 
condição do Teorema 4.2.7 é 𝐸 𝑋 = σ𝑛=1

∞ [1 − 𝐹(𝑛)],
onde 𝐹 é a f.d.a. de X.
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança de distribuições não negativas



• Exemplo 4.2.9:

• O Teorema 4.2.7 possui uma versão mais geral que se aplica a 
todas as variáveis aleatórias não negativas.
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança de distribuições não negativas



• O Teorema 4.2.7 possui uma versão mais geral que se aplica a 
todas as variáveis aleatórias não negativas.

• Teorema 4.2.8: Variáveis aleatórias gerais não negativas
Seja X uma variável aleatória não negativa com f.d.a. F. Então
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança de distribuições não negativas



• Exemplo 4.2.10:
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4.2 Propriedades da esperança
Esperança de distribuições não negativas



• Embora a média de uma distribuição seja um resumo útil, ela 
não carrega muita informação a respeito da distribuição.

• Por exemplo, uma variável aleatória X com média 2 tem a 
mesma média de uma variável aleatória constante Y tal que 
Pr 𝑌 = 2 = 1, mesmo que X não seja constante.

• Para distinguir a distribuição de X da distribuição de Y neste 
caso, pode ser útil fornecer alguma medida de quão dispersa 
é a distribuição de X.  

• A variância de X é uma medida desse tipo.

• O desvio padrão de X corresponde à raiz quadrada da 
variância.

• A variância também exerce um importante papel teórico para 
os métodos de aproximação a serem vistos posteriormente.
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4.3 Variância



• Exemplo 4.3.1:
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4.3 Variância



• Exemplo 4.3.1 (cont):

– Embora os preços dos dois papéis possuam a mesma média, os do 
papel B são mais dispersos do que os do papel A; 
É recomendável ter um resumo das distribuições que torne essa 
diferença mais fácil de se observar. 52

4.3 Variância



• Definição 4.3.1: Variância / desvio padrão
Seja X uma variável aleatória com média finita 𝜇 = 𝐸 𝑋 . 
A variância de X, denotada por Var(𝑋), é definida como 
segue:

Se X possui média infinita ou se a média de X não existe, 
dizemos que Var(𝑋) não existe.
O desvio padrão de X é a raiz quadrada não negativa de 
Var(𝑋) se a variância existir. 
Se a esperança na Eq. (4.3.1) é infinita, dizemos que Var(𝑋) e 
o desvio padrão de X são infinitos. 
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Quando apenas uma variável aleatória está em discussão, é 
comum denotar seu desvio padrão por 𝜎, e a variância é 
denotada por 𝜎2. 

• Quando mais de uma variável estão em discussão, o nome da 
variável aleatória é incluído como um subscrito do símbolo 𝜎;

• P.ex. 𝜎𝑋 denota o desvio padrão de X, enquanto 𝜎𝑌
2 denota a 

variância de Y.

• Assim como ocorre com a esperança, a variância e o desvio 
padrão dependem apenas da distribuição de uma variável, 
independentemente da interpretação ou contexto daquela 
variável.
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Exemplo 4.3.2:
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Exemplo 4.3.3:
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Existe um método alternativo de calcular a variância de uma 
distribuição, que é usualmente mais fácil de usar.

• Teorema 4.3.1: Método alternativo para calcular a variância
Para toda variável aleatória X, 

Var 𝑋 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 . 
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Exemplo 4.3.4:
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• A variância (assim como o desvio padrão) de uma distribuição 
fornece uma medida da dispersão da distribuição ao redor de 
sua média .
– Um valor baixo da variância indica que a distribuição de probabilidade 

está concentrada proximamente ao redor de , enquanto um valor 
alto indica que a distribuição possui uma grande dispersão ao redor de 
.

• Contudo, a variância de uma distribuição, assim como sua 
média, pode ser arbitrariamente alta colocando-se mesmo 
um montante pequeno mas positivo de probabilidade longe o 
suficiente da origem na reta real.
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4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• Exemplo 4.3.5:

60

4.3 Variância
Definições da variância e do desvio padrão



• São apresentadas a seguir algumas propriedades básicas da 
variância. 

• Nesses teoremas, assume-se que as variâncias das variáveis 
aleatórias existem. 

• O primeiro teorema refere-se aos possíveis valores da 
variância.

• Teorema 4.3.2:
Para cada X, Var 𝑋 ≥ 0. Se X é uma variável aleatória 
limitada, então Var 𝑋 existe e é finita.
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4.3 Variância
Propriedades da variância



• O teorema abaixo mostra que a variância de uma variável 
aleatória não pode ser 0 a menos que a distribuição de 
probabilidade de X esteja concentrada em um único ponto.

• Teorema 4.3.3:
Var 𝑋 = 0 se e somente se existe uma constante c tal que 
Pr 𝑋 = 𝑐 = 1.
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4.3 Variância
Propriedades da variância



• Teorema 4.3.4:
Para constantes a e b, seja 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏. Então 

Var 𝑌 = 𝑎2 Var 𝑋 , 
e 𝜎𝑌 = |𝑎|𝜎𝑋.
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4.3 Variância
Propriedades da variância



• Segue do Teorema 4.3.4 que Var 𝑋 + 𝑏 = Var 𝑋 para toda 
constante b.
– Deslocar a distribuição inteira de X a uma distância de b unidades na 

reta real deslocará a média de X por b unidades, mas tal deslocamento 
não alterará a dispersão da distribuição ao redor de sua média.

• Adicionalmente, segue do Teorema 4.3.4 que 
Var −𝑋 = Var 𝑋
– Refletir a distribuição completa de X com respeito à origem na reta 

real resulta em uma nova distribuição, em que a média mudará de 
para –, mas a dispersão da distribuição ao redor de sua média não é 
afetada.

• Figura 4.6 mostra a f.d.p. de uma variável aleatória X
juntamente com as f.d.p’s de X+3 e de –X, para ilustrar como o 
deslocamento ou inversão da distribuição não afeta sua 
dispersão. 64
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• Exemplo 4.3.6:

• O Teorema a seguir fornece um método alternativo para 
calcular a variância de uma soma de variáveis aleatórias 
independentes. 
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• Teorema 4.3.5:
Se X1, X2, ..., Xn são variáveis aleatórias independentes com 
médias finitas, então 
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• Teorema 4.3.5 (cont):

• Importante: O Teorema 4.3.5 só vale para variáveis aleatórias 
independentes.
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• Combinando-se os Teoremas 4.3.4 e 4.3.5, obtém-se o 
seguinte corolário.

• Corolário 4.3.1:
Se X1, X2, ..., Xn são variáveis aleatórias independentes com 
médias finitas, e se a1, a2, ..., an e b são constantes quaisquer, 
então  
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• Exemplo 4.3.7:
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• Exemplo 4.3.7 (cont):
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• Exemplo 4.3.7 (cont):
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• Exemplo 4.3.7 (cont):
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• Consideraremos novamente o método de gerar uma 
distribuição apresentado na Seção 4.2 (Exemplo 4.2.5).

• Suponha que uma caixa contenha bolas vermelhas e azuis, e 
que a proporção de bolas vermelhas seja p (0  p  1).

• Suponha também que uma amostra aleatória de n bolas seja 
selecionada da caixa com reposição. Para 𝑖 = 1,… , 𝑛, seja 
𝑋𝑖 = 1 se a i-ésima bola selecionada é vermelha, e seja 𝑋𝑖 =0 
caso contrário. 

• Se X denota o número de bolas vermelhas na amostra, então 
𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑛 e X terá distribuição binomial com 
parâmetros n e p. 

• Como 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 são independentes, segue do Teorema 
4.3.5 que

Var 𝑋 =
𝑖=1

𝑛

Var 𝑋𝑖
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• De acordo com o Exemplo 4.1.3, 𝐸(𝑋𝑖) = 𝑝 para 𝑖 = 1,… , 𝑛.

Como 𝑋𝑖
2 = 𝑋𝑖 para todo i, 𝐸(𝑋𝑖

2) = 𝐸 𝑋𝑖 = 𝑝. Logo, pelo 
Teorema 4.3.1, 

• Segue então que

• Fig. 4.8 compara duas distribuições binomiais com mesma 
média (2.5) mas variâncias diferentes (1.25 e 1.875).
– Note que a f.p. da distribuição com variância mais alta (n=10, p=0.25) 

é maior nos valores extremos e menor nos valores centrais, em 
comparação com a f.p. da distribuição com menor variância (n=5, 
p=0.5)
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• Suponha que X seja uma variável aleatória com média 𝜇 e 
variância 𝜎2. 

• Suponha também que o valor de X deverá ser observado em 
algum experimento, mas tal valor precisa ser previsto antes da 
observação ser feita.

• Uma base para realizar a previsão é selecionar algum número 
𝑑 que minimize o valor esperado do quadrado do erro 𝑋 − 𝑑.

• Definição 4.5.2: Erro quadrático médio / E.Q.M. / M.S.E.
O número 𝐸 (𝑋 − 𝑑)2 é denominado erro quadrático médio 
da predição d. Abreviação: E.Q.M. (port.); M.S.E. (inglês)

• O resultado a seguir mostra que o número 𝑑 que minimiza o 
E.Q.M. é 𝑑 = 𝜇.
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• Teorema 4.5.2: 
Seja X uma variável aleatória com variância finita 𝜎2, e seja 
𝜇 = 𝐸(𝑋). Para todo número 𝑑, 

Além disso, ocorrerá igualdade na relação (4.5.1) se e 
somente se 𝑑 = 𝜇.
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X1

X2

X2 – d

X4

X3

d = E(X)



• Dado que esperanças (incluindo variâncias) são propriedades 
das distribuições, existem versões condicionais de todos os 
resumos, bem como versões condicionais de todos os 
teoremas apresentados.

• Em particular, suponha que queremos prever uma variável 
aleatória Y usando uma função 𝑑(𝑋) de outra variável 
aleatória X de forma a minimizar 𝐸 𝑌 − 𝑑(𝑋) 2 . Então 𝑑(𝑋)
deveria ser a média condicional de Y dado X. 
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• Exemplo 4.7.1:
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• A questão levantada no Exemplo 4.7.1 está intimamente 
relacionada com a distribuição condicional de uma variável 
aleatória dada a outra, como definido na Seção 3.6.

• Definição 4.7.1: Esperança condicional
Sejam X e Y variáveis aleatórias tais que a média de Y existe e 
é finita. A esperança condicional (ou média condicional) de Y 
dado 𝑋 = 𝑥 é denotada por 𝐸(𝑌|𝑥) e é definida como a 
esperança da distribuição condicional de Y dado 𝑋 = 𝑥.
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• Por exemplo, se Y possui uma distribuição condicional 
contínua dado 𝑋 = 𝑥 com f.d.p. condicional 𝑔2(𝑦|𝑥), então 

Analogamente, se Y possui uma distribuição condicional 
discreta dado 𝑋 = 𝑥 com f.p. condicional 𝑔2(𝑦|𝑥), então 

• As expressões nas Eqs. (4.7.1) e (4.7.2) são funções de x, e 
podem ser computadas antes de X ser observada. Essa ideia 
leva ao seguinte conceito.
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• Definição 4.7.2: Médias condicionais como variáveis 
aleatórias
Seja ℎ(𝑥) a função de x que é denotada por 𝐸(𝑌|𝑥) nas Eqs. 
(4.7.1) ou (4.7.2). Defina o símbolo 𝐸(𝑌|𝑋) como ℎ(𝑋) e 
chame-o de média condicional de Y dado X. 

• Em outras palavras, 𝐸(𝑌|𝑋) é uma variável aleatória (uma 
função de X) cujo valor quando 𝑋 = 𝑥 é 𝐸(𝑌|𝑥).

• Pode-se definir 𝐸(𝑋|𝑌) de forma análoga.
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• Exemplo 4.7.2:
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• Exemplo 4.7.2 (cont):
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• Exemplo 4.7.3:
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• Observação: A média condicional de Y dado X é uma variável 
aleatória.
– Como 𝐸(𝑌|𝑋) é uma função da variável aleatória X, ela é por si mesma 

uma variável aleatória com sua própria distribuição de probabilidade, 
que pode ser derivada da distribuição de X. 

– Por outro lado, ℎ 𝑥 = 𝐸(𝑌|𝑥) é uma função de x que pode ser 
manipulada como qualquer outra. 

– A conexão entre ambas é que quando se substitui x em ℎ 𝑥 por X, o 
resultado é ℎ 𝑋 = 𝐸(𝑌|𝑋).

• Mostraremos que a média da variável aleatória 𝐸(𝑌|𝑋) deve 
ser 𝐸(𝑌). Cálculo similar mostra que a média de 𝐸(𝑋|𝑌) deve 
ser 𝐸(𝑋).
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• Teorema 4.7.1: Lei da probabilidade total para esperanças
Sejam X e Y variáveis aleatórias tais que Y possui média finita. 
Então 
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• Exemplo 4.7.4:
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• Exemplo 4.7.5:

• Exemplo 4.7.6:
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• Quando falamos de distribuições condicionais dado X=x, 
usualmente tratamos X como uma constante x. 

• Este fato pode simplificar o cálculo de certas médias 
condicionais.  

• Teorema 4.7.2: 
Sejam X e Y variáveis aleatórias, e seja 𝑍 = 𝑟(𝑋, 𝑌) para 
alguma função r. A distribuição condicional de Z dado 𝑋 = 𝑥 é 
a mesma da distribuição condicional 𝑟(𝑥, 𝑌) dado 𝑋 = 𝑥.
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• Uma consequência do Teorema 4.7.2 quando X e Y possuem 
uma distribuição conjunta contínua é que 

• O Teorema 4.7.1 também implica que para duas variáveis 
aleatórias X e Y, 

denotando 𝑍 = 𝑟(𝑋, 𝑌) e observando-se que 
𝐸 𝐸 𝑍 𝑋 = 𝐸(𝑍).

• De maneira similar, pode-se definir a esperança condicional 
de 𝑟(𝑋, 𝑌) dado Y e a esperança condicional de uma função 
𝑟(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) de várias variáveis aleatórias dada uma ou 
mais das variáveis 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛.
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• Exemplo 4.7.7:

• Além da média condicional, pode-se também definir a 
variância condicional.
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• Definição 4.7.3: Variância condicional
Para todo valor dado x, 𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝑥 denota a variância da 
distribuição condicional de Y dado que 𝑋 = 𝑥. Ou seja,

Denominamos 𝑉𝑎𝑟 𝑌 𝑥 a variância condicional de Y dado 
𝑋 = 𝑥.
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